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RELAZIONI SCIENTIFICHE

‘

‘Sulla quest.lone della classlﬁcazione
del sistemli di numert.

La questione della classificazione dei sistemi di numeri, assai
difficile e che, anche ai giorni nostri, & ben lungi di essere esau-
rita, ha, per la sua importanza, attratta 1’attenzione di eminenti
matematici. Diamo, nel presente articolo, un saggio di classificazione
di quei sistemi numerici che presentano un particolare interesse.

Fr_é,'gl’ innumerevoli sistemi numerici, ci sembra di poter di-.
stinguere due principali categorie: 1°) sistemi di nuimeri ipercom-
plessi ; 2°) sistemi costruiti sulla nozione 'di corpi numerici. Nel
‘primo tipo, ufficio essenziale & quello delle espressioﬁni lineari
. della forma - ) '

n -
- (1), == Z q,&,
0

dove ¢, & un’unitd reale, e,, e,,.. €, sono unith complesse fra loro
_ irriducibili, e i coefficienti (coordinate) a,, @,,.. @, sono numeri .
reali, o, pilt generalmente, numeri complessi ordinari. I7insieme
degli elementi e, e,,.. ¢, viene generalmente detto base del si-
stema di numeri ipercomplessl (1); stabilita quests base, ad ogni_
numero ipercomplesso del sistema corrisponde una n -+ 1-pla ben
definita dei numeri Agy Byyoen Gy € reclprocamente ‘
1’ uguaglianza, la somma, la differenza, il prodotto per un nuy, -
mero ordinario si definiscono per i numeri ipercomplessi conje per; :
i numeri complessi ordinari: ma le difficolth si presentano quande
il concetto di moltiplicazione si vuole estendere al caso di, fattori
ipercomplessi. Si -ammetta che, essendo - -

a-2akek, b_Eblel, -

() V.p. es B CARTAN, Nombres Compleaces, nella « Encyclopédipe des
Sciences mathématiques », t. 1, v. 1, fasc. 8. -
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sia
ab.— Ela,‘b,eke,, - (k, 1=0,1, 2,... n);
il carattere del prodotto dipenderid dal modo di concepire il pro-
dotto delle unita complesse. Senza dire che il prodotto di a per b
non & generalmente commutativo: si pub stabilire che il° prodotto
suddetto generi nuove unita, antecedentemente scelte, ottenendosi
cosl sistemi complessi del tutto nuovi. B in dipendenza délle leggi
stabilite per tali prodotti che GRASSMANN ha introdotta la classi-
ficazione delle moltiplicazioni, e la moltiplicita delle regole possi-
bili per la moltlplmamone rlchlede, poi, per. la d1v1s1one, una ri-
cerca speciale in ogni singolo caso. .
Fra i sistemi pitt semplici di numeri ipercomplessi* sono da
rlcordare i quatermom el blquatermonl che hanno un impor-
tante mgmflcato in. meccanica ed in fisica. I quaternioni possono

rappresentarm nella. forma a_Zake,‘. dove

Loty (0 01 [—i 0
‘?o—(o 1) e*:w)’ "2:(.—.1 0) “f:( 0 ,)

sono le cosidette matrici-speciali o matrici-unitd, e gli a, sono
numeri reali. In base alla regola di’ moltiplicazione delle matrici,
si hanno le formule che legano le unita:

5 - _ — 2 _ — _
(2) - ee, —exe,— e, 812_62,-——63’—-—0‘” €,63 =€), €€, —¢,,

€18y == O3, €30, —€,, €,63="—0,, €,6,=— 86,

_ che si'possono :compendiare nella tavola (quasi Tavola pitagoriea)

O .vs‘eo” e &, 6
e —e .6 . —E
(3), )1 0 3 N2
Ve ('32 ez . — ¢, €

e3 e, ——e, —e,. ’

I b1quater1uon1, secondo \V K CLIFFORD e A.P. KOTFLNIKOFF,'
sono un sistema di numeri ipercomplessi- della forma a —=a;,+ va,,
dove a, e a, sono quaternioni ed » & una nuova.unitd complessa
qoddlsfacente ad una delle COl‘ldlZlOlll »®=:0 (sistemi parabolici),
w?=1 (sistemi ellittici), w*—=—1 (sistemi. iperbolici). La teoria dei
biquaternioni ha parte importante nella meccanica delle viti.
Consideriamo ora i sistemi numerici del secondo tipo, quelli
ciod fondati sulla nozione di corpo di numeri. Mentre nei sistemi
del primo tipo il fondamento stava mnelle definizioni delle quattro
operazioni elementari e nelle leggi associativa e dlstnbutlva, oltre '



’ | " RELAZIONI SCIENTIFICHE ' 231
alla possibile varieta nella scelta delle unita, i sistemi del secondo
tipo sono strettamente legati colla risoluzione e le proprieta del-

I’ equazione algebrica. I1 numero x & algebrico, se & radice di
mi’ equazione algebrlca della forma

f(x)--aa:"+aa;" l—e—.. + 0, x+a,=0,

“a coefficienti razionali; & intero algebrico se a,—1 e se a,, a,,... a,
sono interi razionali. Bssehdo o, B, y,.. un sistema di numeri alge-
brici in numero finito, I’insieme delle funzioni razionali a coeffi-
cienti razionali dei numeri' del sistema si dice Corpo di numeri
- (DEDEKIND) o dominio (campo) di razionalitd (KRONECKER): Per
un tale insieme si conservano le quattro operazioni fondamentali.
Uno dei teoremi fondamentali nella teoria dei Corpi numerici
dimostra I’ esistenza, in ogni corpo K, di un numero 6 avente la
" proprieta che ogni- numero del corpo & -funzione ‘razionale intera
di 6, a coefficienti razionali. Come numero algebrico, esso soddisfa
equazioni algebriche a coefficienti razionali, fra le quali se ne pud
scindere una di grado minimo ; se questor® n, si dird che » & la po-
tenga o grado del corpo K. Si dice anche che § defermina il corpo K.
I’ equazione di grado n & irriducibile nel campo dei numeri ra-
zionali ;- reciprocamente, ogni sua radice determina un corpo di
~grado n; e se 6, 0,,... 0,_, sono le altre radici dell’equazione, i
-corpi K,, K,,... K,_, da esse determinati costituiscono um sistema
di corpi coniugati del corpo. Se a =¢, + c0 +..c,—,0""! & un nu-
mero qualsiasi di K (c), ¢,,... €,—, interi razionali), le espressioni
% =€, + C,0; + ... ¢,_,0,""1 sono i numeri coniugati di «.
Nello studio de1 corpi algebrici le nozioni di base, di norma,
di differente, di discriminante hanno una parte essenziale. B pro-
posizione fondamentale nella teoria dei corpi il teorema che « in
un corpo di grado n esistono » numeri interi algebrici &, v,,... &,
tali che ogni intero «» del corpo pud rappresentarsi con »=a0, -+
+ @y, .. @0, essendo a,, @,,..a, interi razionali ». Il sistema
©,, ©,,... », & una hase del corpo; ogni altra base & data da

Y= anw + Ay + e+ iytps (=1, 2:.n)

dove il determmante dei coefflclentl o & 1. v

11 prodotto n(x) = ax,%y ... ®,_, & la norma del niumero“x; essa
€ un numero razionale, intero se o« & un intero algebnco. Se il
numero x soddisfa all’equazione

2" plx’f"f + P, X+p,=0,

allora n(x) =p,; se p,==1, n(x)==-td; in questo caso, « si dice
una wunild algebrica. Essa si pud anche ‘definire come uninteroe
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il éui inverso & pure un intero. Due numeri si dicono associats
quando uno. d1 essi si ottiene dall’altro medlante moltiplicazione
per una unita. :

’ I’ espressione 8{x) = (x — a,){x — %) ... (2 — «,, ;) é la dz'ﬂ’erentg '
del numero «. La differente di un numero appartiene al corpo K;

infatti, se f(@)=(x—o)x—a,)...(x—2,_,), allora 3(x)=["(x). Infine,
) € ="

il discriminante di « & definito da

A1) == (1 — )20 — )2 e (21— B e (B = 2P == B 2w oY

onde . . '

B n{n—1)

CodE)=(—1) 2 np).

Se z & un numero che determina il corpo, la sua differente
ed il suo discriminante sono diversi da zero; inversamente, se un
numero & tale che la sua differente ed il suo discriminante siano

" diversi da zero, esso determina il corpo. Se « & intero, sono interi
la sna differente ed il suo discriminante (HILBERT).

' Nello studio dei corpi numerici hanno parte essenziale je leggi
di divisibilita e la teoria delle unita. Intanto, vale il teorema pia
generale di quello testé enunciato, e ciod: « Se il numero » sod-
disfa all’ equazmne

~

)” +4- a1 4 Gw"'—2 4+ e+ 2 =0,

dove i numeri «, 8, ¥,... sono algebrici, » & pure algebrico, ed &

v intero se %, 8, y,.. sono interi ».-Ad esempio, se m ed » sono interi
m

razionali ed « 2 intero algebrico, anche.il numero ©w=a" & intero
algebrico. Segue anche da questo teorema che il numero dei divi-

sori differenti di ogni intero algebrico & infinito. Allo scopo di

creare una teoria della divisibilith dei numeri algebrici che pre-

senti analogia completa colla teoria della divisibilitx degli interi

razionali, si sono introdotti (da KummMEr e da DEDEKIND) nuovi

enti detti numeri ideali, di cui perd non ci occuperemo nel pre- '
sente articolo.

Presenta speciale interesse il corpo detto (nchco, quello cioé
. definito dalle radici dell’equazione a'=—1, essendo I un numero.
primo d1spar1 (DIRICHLET, HILBER?). \ »

Volendo. applicare le precedenti generalita a gualche -corpo
particolare, consideriamo il corpo quadratico. St parte dall’equa-
zione x®-—~m —0, dove m @& un intero razionale diverso da 1 e
non- divisibile per un quadrato. La radice, irriducibile nel' campo
dei numeri razionali, definisce il corpo K(\/m), reale o complesso.


anche.il
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secondo il segno di m, e coincidente col corpo K(— Vm). Tutti i
_numeri del corpo hanno:la forma «=a-1+ bw, dove w _li— 2\{—@
0 w=YVm, secondo che & m=1 (mod. 4) oppure m==1 (mod. 4). I

- numeri 1 e w formano la bacz fondamentale del corpo K(Vm). I1-
discriminante di « & d(x)=={(x— &) e quello del corpo & d=(v —v’),
essendo o' e o’ rispettivamente i coniugati di « e di v. Si sa che
& d=m, se m=1 (mod. 4) e d—4m se & m=/=1 (mnod. 4). In quanio
‘alle unita del corpo quadratico, conviene distinguere due casi,
secondo che K & un corpo reale od immaginario. I corpi immagi- °
nari hanno le sole unita + 1, eccettuati i corpi K(V —.1) e K(V—3),
di cui il primo ha inoltre le due unita =4, ed il secondo le quattro

1+V-=3 '
“+ Y
&+ ) |
le norme sono rispettivamente della forma a®+ b* e a?-+ ab + b
In‘quanto ai corpi quadratici reali, si sa che ognuno ha infinite
unith, ed il problema di trovarle - si fonda sulla risoluzione del- -
I’ equazione di PELL t_?—mnizi-n, dove =11 o =4 (SOMMER,
CAHEX). , S -

*  Un esempio interessante di applicazione della teoria generale
dei corpi algebrici & dato dal cosidetto corpo cubico, dipendente da
una delle radici dell’equagione 2® — A4 —=20; fra gli scienziati che
hanno studiata la questione cito i russi A. MARKOFF, I. IVANOFF

~"e G. VORONOL o : ‘ )
Una classificazione dei sistemi di numeri non'pud riguardarsi
- che come approssimativa ed & necessariamente incompleta: cosi,
viene lasciata in disparte 1’esame dei nameri trascendenti. Ma un
tentativo di classificazione deve essere guidafo dal raffronto collo
sviluppo storico dello studio dei sistemi di numeri. ‘ :

; i discriminanti di quegti ultimi sono —4 e —3, e

8. P. SLOUGUINOFF



