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Sull’ integrazione dell’equazione differenziale
'+ Py" + Qy* =0.

Nota di Luier Coxte (a Cagliari).

Sunto. - L’ Autore riconduce lo studio delle equazioni y' 4+ Pyr 4 Qys =0
a. quello delle equazioni del tipo.y' -+ Py?+-Qyk =0 e per queste de-
termnina uwn caso d integrazione estendendo un risulfato ottenuto dal

CHIELLINI.

1. Consideriamo I’ equazione differenziale
1 Y + Py + Qyr=0,
con P e @ funzioni date di x, fi_nite, continue e derivabili, la
quale per r =1 si riduce ad un’equazione di BERNOUILLL Si pud
facilmente trasformare la (1) in modo ch’essa risulti del tipo

() ’ ' Yy + Py* + Qyt == 0.
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Posto infatti

@  y=e
la tl) si trasforma nellaltra
‘ z——r ’ re 8
1y (r— 1)P.e:"—1 + (r— I)Qz”_ =0,

ossia
r-18—-2

(1) Y (r—1)Pr - (r—1)Qz T =0,

" che & appunto del tipo (a). Lo studio delle equazioni (1) & pertanto
sempre riconducibile a quello delle equazioni del tipo (a). ’

2, Osserviamo che la (1), nel caso di r intero e > 2, si pud
“ridurre alla forma (a) anche mediante il seguente processo itera-

tivo che consiste nel trasformare la (1) in maniera che al posto
di » figuri » — 1.

Questo proeedlmento, benché pi laborloso, potrebbe essere -
utile a farci conoscere, durante i successivi abbassamenti dell’ espo-
nente », particolari casi in cui la (1) si pud integrare, eventualmente
sotto determinate condizioni restrittive. ) '

Applichiamo infatti alla (1) la sostituzione

r—2
@) Cy=el
la (1) si trasforma nell’altra
. re—2s 1
(1”) o —2R - (r —I)Pz’~l +(r——1)Qz =1 =0,

ed appheando (r-—-") volte sostituzioni ana.loghp la (1) si ridurrebbe
alla forma (a). :

3. Se s=2r—11a (1) diventa
1) & 4 (r—1)Pz* + (r—~1)Qz3—-O
Servendoci quindi dei risultati ottenuti dal CHIELLINI (!) pos-
" siamo dire che: « I equazione o
Y + Py + Qyr1=0 ) : .
nel caso che tra. Pe € interceda l’una o I’ altra delle seguenti
. relazioni :

® ' P’Q-—'PQ’=’(T—‘1)‘-"—(};—?§ 2

p?

(1) Vedi « Boll U. M. L., anno X, n. 5, dicombre 1931.
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s’ integra colla sostituzione
{tx1)P
(m +3)Q
riducendosi rispettivamente alle equazioni differenziali a varla-
bili separate:
i 25 m == bdt _ r—l)emE3wn) Pde
tr1" Permxl)fEtuzm+1— (m == 3)? ¢

%

Yy l=z=

dove m ed n sono costanti ». .
In particolare, si tengano presenti; per la manifesta semplifi-
. cazione, i casi m=r +2 ed m=1r —2. o

4. 11 CHIELLINI, nel lavoro citato, aveva dimostrato (!) che

I’ equazione '
Yy + Py*+ Qy*—=0

- .si sa integrare senz’altro se 1’ espressione (P'Q — PQ’) differisce
per un fattore costante da P2 Questo risultato & suscettibile della
seguente generalizzazione.

Consideriamo 1’ equazione ia) alla quale, come abblamo visto,
si pud ridurre la (1), ed eseguiamo la sostituzione:
(c) y=olz+1)
con « funzione di « da determinarsi opportunamente.

La (a) si trasforma in ]

k—3 ’

(4) '+ Q*"Z,.(f)z"-"+z? 3Pou‘-’ +
0

+ o + Pa? 4 Qut=0.

k(k—1
(—2~) Q1+ 2o’ + 2Pe + kQa¥) +

Se i coefficienti delle potenze di z in quest’ equazione diffe-
rissero per fattori costanti, la (4) si ridurrebbe immediatamente
ad un’equazione a variabili separate. '

Ed infatti se fosse:

| Pa v k(k 1) 0t = m@u,

) o 4 2Pa? 4 kQu* = nQut, * (m, n, p costanti)
( #' + Pa? + Qut = pQuk,
. T o ( '

(!)- Ai risultati del CiieLLIN, oltre che colle sostituzioni y = a(z %= 1)
si pud pure pervenire servendosi delle sostituzioni y = (2% = 1) od anche

delle altre y = o;(z —+- %)
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la (4) diventerebbe ‘ ;
@) = B+ @i =0,

k
Zr(r)z"“” 4 me* e+ p
0

" Tra le costanti m, n, p passa il legame
(&) o p=(k— 1)k —2)+2n—m)
. che si ottiene sommando la prima e la terza e sottraendo la se-

conda delle (x). ‘
Ammesso quindi che la (4”) sia -verificata, le (1} si nducono

alle due seguenti :

k(k D pr—e— 2,
[P+ "5~ @ mQx

| &+ 2Ps + (b — m)@er = 0.
Ricavando dalla prima di ques’fe
I .
— (2m — k*+k)Q
derivando e sostituendo mnella seconda, dopo alcune trasformazioni
si perviene alla relazione {!):
B ) (P/Q PQ')k—2 —_—

)
4 ( 2 5 )k—' « [ — 2 — 2m — P42« PR3 @i,

()

ak—2

2m + k— k?
Risultati analoghi‘avremmo ottenuti colla sostituzione
‘ Yy =z —1).
Concludendo : « I’ equazione differenziale
' Y + Py + Qyt =0,

nel easo che tra Pe Q interceda la relazlone (8), si integi'a eolla

sostituzione
t

[ ep
F““"{mktzw

mediante la quale si riduce all’equazione a variabili separate
dz

= ‘ —1—2)

Z,(r)z*—’ +m(z2—1)+n(z+ h+—a

0 : :
2P \k-2

+Q(2Mm+k k) ) da:=0 »,

(*)vLa (8) per k=3 si riduce alla réla;zione trovata dal CHIELLINI



