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- PICCOLE NOTE. ' 7201

Sulle superficie armoniche rigate.

Nota di ARMANDO CHIELLINI {a Pisa)

Sunto. - Si dimostra che tutte e sole Ie superficie armoniche rigate sono

il piano, il paraboloide rigato, U elicoide rigato ad area minima -ed
una Aoro combinazione lineare,

1. Presa una superficie ;
\ 7 = 2(xy)
riferita ad un sistema di assi ortogonah O(xyz), la diremo armo-
nica ('), se @
?z oz

@+5§l—,:r+t_0 -~

Vogliamo in questa Nota vedere sé esistono superficie rigate
armoniche e in caso affermativo di determinarle tutte. Che mne
debbano esistere, risulta sublto, osservando che tah sono p. es. le
superficie

z=ax+ By -+, z:karctg(ﬁ
ciod il piano e 1’ elicoide rigato ad area minima.
Inoltre osserviamo che sé due superficie
z=z(xy), 2=2(xy)
~sono armoniche, lo sono anche le superficie
" g Az, (wy) + Bzy(xy) +
con 4, B, C costanti. ~ . ) N
(') Osserviamo che tale proprietd non & intrinseca per la superficie,
ma relativa ad un-dato sistema di assi; in altre parole, non & una pro-

prieta che si conservi nelle generali trasformazioni di uguaglianza geome
trica della superficie. ‘.
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-2, Cid premesso, consideriamo una rigata qualunque, le cui

equazmm ‘parametriche potremo scrivere sotto la forma

(g =mitke + alf)

M | 2= mnitke + bt)

dove m, #, @, b sono funzioni di un parametro ¢, finite e contmue
insieme alle derivate prime e seconde, in un certo intervallo (tl, t,).

Scrivendo le (1) sotto la forma
| fleyt)y=m(b)e + aft) —y =
| slwzt) =nt)e +bt) —2z=

e supponendo che sia

3) , (b + @'(t) 0,

0
"
@ 0

mediante la teoria delle funzioni implicite, determiniamb le deri-
vate parziali prime e seconde della z(xy), definita dal sxstema 2).

0\s9r\ ando che nel caso nostro risulta

of of ef . ,
P = i), 2y =-—1, =M (e + a'(%)

#f _ of o of

o~ awty T oy T Ayt
f o

— — ”t’(t), 5t2 = ’"O”(t)x -+ '[l;”(t) \

_otteniamo dalla prima delle (2):

g __—m o 1 ()
7 ox~ wmrx+a’ T wmr+a .
@ ot 2mm’  miAmx+-aY) #t —(m'x+a")
o T (m'x+a')? (mz+a) > o~  (mr+a)
' ot —w mm’e + q") ¢

oxey T mx+ @) (mx 4= g7ys

DOPO cid, passiamo alla determinazione delle derivate prime

e seconde della z(xy); tenendo confo delle (4) e del quadro

, it
o O¢ _ % .82619

o _ . % A
N =" =1 _.nac+b’

pxﬁ T exez T b2 T azat : 0

“(Y) Per semplicita di scrittura, -
bile ¢ :

tralasciamo I'indicazione della varia-

-,
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ttemumo con’ semphcl calcoh
02 . 1w+ b oz - o ;
P= =”—%a?:af)’ =5 = oo
: : Y mxy g
. Qiz_’__“——%»m’ ‘mone b
'=% “mrzra (m'z+a)? +
(nx+b’)z2mm(mw+a)~m(m * + a”)|
{4 ) : . M g’y
e W m(n”m—i—b") o
s_"aa:ay mac+a (mx’ + a')? * -
N ('na:—i—b’))—-m(ma:\-;—a)+mm"w+al,)'
(m'e + o) :
\ 0% Wr+b" (e bYm x+a”) (l)
t—= -
oy® (ma::—;—a)2 m'e+-a’ypp |

Imponendo ora la condlzlone che la nostra ngata sia armo.
nica, ciod che sia

)

otteniamo l’ equazione ;.

—2mn’ > (1 +m*)n"xc+b")

mrzra T mrra)y T+
n'c + b’ . ) .
(in o+ a'%s | 2ma' (o' + @) — (1 + m¥)om"s + a") { =0

‘da cui, riducendo e semplificdndo ‘

t—+ m’)(m'n"— m' ')+ (1 + m)) (@'n” —a"n ’) ( —b'myi e+
—+ 2mm’ ('’ —n'a’Ye -+ (1 + m?a'b” — d”b’) + 2ma’ (m'd’ —n'a’) =0.

Otteniamo cosl un’équazione \'di"-‘,'se«:o'ndo\ grado: in ‘@, che evi-

- dentémente deve ridursi ad yn’identith e quindj~dovra. essere: " .

) ' mlnll —_— mlln’,: 0 ' V

L (5) (1 +m‘2) ' (a{n}; II I) ( ll_bl[ml) { ._'_.2mm;(mlb/_nlal) =0
. (1 +mHa'd” —a"b) + 2ma/(m’b’ —n'a’) =0.

8. Osservando la prima delle (5) si vede che ‘sono da distin-
guersi due casi, secondo che m & o non & una costante.
Supponiamo dapprima m costante ; allora ‘per la (3)Hovra es-

). Osserviamo. che tra le Dy q; 1,8 ¢ snséiétOno le- relazioni
p=n—mg, -+ 2ms-+ m2t=0.
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-sere a =}=0 ciod @ 'non costante per semplmlth possiamo senz’ alt’roi
prendere @ comé parametro 4, o8l che sard

m=m, n=nfa), b=Dba)

i sistemd (B) si ‘riduce all altro
, 2mw
=0 b=

.ciod

NI=N0 N, b= L. a4+ ba+b,
. : 1+m, .

con n,, n,; b,, b, eostanti arbitrarie d’integrazione,
Sostituendo nelle (1), avremo come equazioni parametriche della
nostra rigata

(y=mzx+a
g , m”l 2 i
2 = (1,0 + Ny)x + Tom®+ ba+b,,
od anche, eliminando il parametro a =y —ma:

. mn,(y* — x¥) (1 —m?)
- 14+m? 1 4+ m?

@y -+ (1, — mb)x + by + b,

che & I’equazione di un parabolmde 1perbohco. con 1’ asse paral-
lelo all’ asse delle z

4. Consideriamo ora I'altro caso in cui m mon sia costante ;.
potremo allora prenderlo come parametro #, cosl che sard questa
volta oo

a=afm), n=mnm) b=bm)"
ed il sistema (b) si trasformerh mel seguénte :

=0
(6) (1 +m2)(b”' : Il) 4+ gm{b, , ’):0
(1 +m¥)a’b” —a"b') + 2ma’(b’ — n’a’) =0 (l

il quale ® atto a determinare plenamente a, b, n. ‘Dalla prlma
delle (6) risulta sublto » :
@) g n=n,m + ”z'_; ~ (n,, n, cost,

*) Osserviamo a questd punto, il che del resto risﬁlt(exﬁ aneﬁe da’ cid
che segue, che di superficie armoniche rigate, sviluppabili, non ¢’&. che il

piano; infatti dovendo essere contemporaneamente r +-{=0, rf{-—st=0,
segue fr:t_.s—-O e quindi 2= 2 +By+y
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introducendo guesta nelle ultre due, otteniamo : T

m o, ',
1+ms(b ‘”xa)=0

’ b —'na» =+
® 0
- Ny " “m "y ’ .

ab ~llb+-1—ma(b fnla)zo.

La prima delle (8) & un’ equazione ° dlfferenzmle lineare’ ed
- omogenea, del 1° ordine, rispetto a -

b —mna’

- e quindi senz’altro, integrando

/~ . ’ [ bl‘
con b, costante d’ integraizione. Derivando rispetto ad s :
" " _2b1m
b —mn,a ={d +m)
e sostituendo nella seconda delle (8):
' ba” '
1+ m’_‘O
ciod a” =0 da cui . 7 .
- (10) S @ I=a,m + a, (ay, a, cost.).

Sostituendo infinehnella (9) ed integrando di nuovo, risulta
(1)  b=uwam + b, arctgm + b,.
Se ora 1ntroduclamo i valori (7), (10), (11). nelle (1), abbiamo
come equazmm purametuche della nostra rlgata armonica :
dy= mm+a,m+a, _ ~
le= (0 + )+ n,a,m + b, arctg m + b,
ed eliminando il parametro

y—az

Tx+a’

si ottiene come equazione della superficie cercata :

. —a
y : 2+bz
r+a

2=,y — a,) + n,x + b, arctg

da cui il <

TEOREMA : Tutfe. le superficie armomche mgate sono date dm
ptani, dai paraboloidi iperbolici (avenli T asse parallelo -all’ asse
delle z), dagli elicoidi rigati ad: arew minima (a piano direttore pa-
: rallelo al pmno xy) e da una loro, combmazwne lineare. 7 °
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5. Facciamo infine la seguente osservazione. Come & noto, le’
sole superficie rigate ad area minima sono il piano e.! elicoide
rigato ad area minima, le quali superficie, dalla nostra ricerca,
risultano -essere anche superficie rlgate armoniche ; ne segue che
nel caso delle rigate, ciod nel caso delle (2), delle ‘due equazloni
differenziali’

r+t... (1+p’)t——2pqs+(1+q’)r 0

’la seconda deve essere contenuta nella prima; “per 11 ‘che & neces-
sario, come si vede subito servendoci delle (4) e facendo un cal-
colo analogo al precedente, che sia # =0, oppure a = cost., bs—cost

con il che si ha appunto o Y dlicoide o il piano. = - '



