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PICCOLE NOTE

Su un particolare covariante biquadratico
-delle forme binarie hiquadratiche.:

Nota di PaoLo CATTANEO (a Padova).'

Sunto. - Dati n punti di una refta, si considera il gruppo dei poli di
ciascuno di essi rispetto agli altn n — 1, studiando in modo speciale
il caso n = 4.

1. Siano dati (su una retta) » punti 4,, 4,,.., 4,, rappresen-
tati da una forma binaria f.

La coppia polare di ogni punto A4; @ formata dal punto A4,
stesso e da un punto B;,” che & il polo d1 A; rispetto agli altri
#— 1 punti dell’ennupla A.
©  Si oftiene cosl un’ennupla B, che si dira polare dell’ ennupla 4
e che & rappresentata da una forma co, covariante della f, come
essa di grado » e che si dirh polare della forma f.

Una tale trasformazione dei gruppi di punti & ben nota nel
~caso » =38 ed allora & involutoria. :

Ci proponiamo di dimostrare che, se: f = (a0, + a,z,)", la ¢ &
data dal risultante delle due forme (a,y, + a,¥,)" ed (a,’mly,—a, %X4Ys)
(@9, + a,y,)" %, considerate come funzioni di y, ed y,.

Se #==4, usando le notazioni classiche (CLEBSCH LINDEMANN,
trad. francese, T. I, C. I, § 5), si ha 9 =38i*f — 16jH; donde si de-
ducono alcuni risultati non privi d’interesse e si vede che la tra-

_sformazione non & involutoria: .

2. Poniamo, simbolicamente, ‘
) S,=ax, +amx, ed [=s,"
Le due ennuple A e B sono rappresentate dal risultante delle -
due forme ‘ ‘
@) o s
ed )
3) L 8gre8,M R
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Posto. x,  a, = (y, -+~ k) y,, la founa (3), moltiplicata per y, e
divisa per x,, diventa

,_1

(8, + @,h)?+ 8,
ossia, essendo s," =0, diventa
(a,2h? + 2a,8,h)-8," 2.

Dividendo per h =— (x5, — %,,): ,, si viene a. scartare 1 en-
nupla 4 e si vede che il covariante polare 3 & il risultante della
forma (2) e della, ‘ '

[aXx y,—w,y,)+2a 31/902] 311“"2 =[a,’z,y,+a,> xzyl + 20,057,315 ]8," 3.
Ma dalla 8, =0 si ha | |
fa.%y,* + 2a,a,91,] - 8,7 =— @y, 3.1./“_2 :
sicche la forma precedente, moltiplicata per y,, diventa
7 [a,2,,y, — 0,7 8,2

Dividendo per #,. si conclude che = & il risultante della (2)
e della = ‘ : :
5 [, 20y, — @%2ay,) - 8,2 c. d.d.

8. Consideriamo, in particolare, il easo n =4, ossia il caso di
una quaterna di punti. che suppouemo distinti. :
La (4) diventa

1) al‘xﬂ 13‘*‘“12“2(9(‘ &, — )Y, Yy — “22(2“2%2"“ xl)JIJZ —a,fay,t
Plelldlamo la founa canonica

® f= p(x +w»)+6qw1w,.-)'

dmep:}:O ed = == 3q.
11 covariante ¢ @ allora il risultante delle due f01me
P(yl4+y2‘)+6qyley22 e pxy 13—q952?/12?/z‘4‘qxx?/xﬂze—l’xzyzs‘
Dall’ annullarsi della seconda si ha '
% = Pyt - Q) ( =yl — byt — Apays?)
®y = ey (p° + q¥s°) | 2P =% 7 ((4° —py,t — dpayy’]

% @l gt =t W P+ 14 + 0" 4 0:") + 16pg(p” — 4, Yl
x,%,2 = oy, Yy [(p* + 14p7 q’+q Y 2Y.® + 4pg(p? — @)t + 4.
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Annullandosi anche la prima forma, si ha

XX =% P':°y,° 2q(0p* — 50p*q* — 3¢")
2 wl’wz = o'y, %ys®- (p* — 5‘1 »
e d1 qul si ha infine

A7) ¢ = p(p* — Bg*)H(x,* + w,') — 2q(5p* — 50p*q* — 3¢'ke *x,* .

4. B facile ora esprimere ¢ covariantemente in funzione degli
invarianti |
i=2(p' +3¢"), j=6q(p*—¢)

€ dell’ hessiano ' :

H= ’qu(xﬁ + 2,4 + 2(p* — 3q’)xl’:é,’ = 2qf + 2(p* — 9¢*)x ", >
Dalla (7) si ha infatti '

3= (p* — 5g*)(f — 6ga,x,") — 2q(5p — 80p*q* — 3¢, *w,’ =
= (p* — 5¢*)'f — 16q(p* — ¢*)(p* — 9¢*),*w,* = ‘
=(p* — 5¢)'f — 8q(p* — ")\ H — 29f) =
= (p* + 3¢')'f — 8a(p* — ).
Moltiplicando per 12, si ha ai qui
(8) o =23¢f— 16jH;
donde, essendo 4, 6 e 2 i pesi di 4, j ed H, si vede, non solo. che
la ¢ & cosl espressa sotto forma lnvarlantwa, ma anche che il suo
peso & 8.

5. Avendo supposto f priva di puntl doppi, le quaterne fed H
non coincidono e dalla (8) si vede che la ¢ coincide conla f o
con la H solo quando si ha, rispettivamente, j =10 oppure i=0,
ossia quando la f & armonica o equianarmonica. '
La ¢ coincide con la steinerianma §= 2jf— 3iH (formata dai
punti che hanno un punto doppio nel primo gruppo polare della f)
solo quando 3¢*: 16§ = 2j: 34, ossia quando I’ invariante assoluto
I=4%:5* & 32:9.
A Dalla (7) si ha_tosto che la $ ha un punto dopplo (anzi due)
solo quando p == V5+q e quando ‘
p(p* — Bg*) = == g(5p* — 50p’q* — 3¢"),
- ossia -
S (pi3q)(p~—4pq—q)'—0
ossia o __
p———'(“—“ 2+ Vb)g
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Anche in questi sei casi payrticolari, pbsto -
P =pp*— B¢ e ¢ =q(Bp*— B0p’g*—3q"):3.
la polare della polare della f & data -dalla
P —Bgwt + w,Y) + 2¢/(Bp™ — 50p”q’2—-3q")x *a,?,

che, in generale, & distinta dalla f. La ‘trasformazione polare delle
guaterne & dunque non involutoria.

6. Se la quaterna f cousta di due punti doppi, basta perre in -
quanto precede p—0 e si vede tosto clie le quatho quaterne
f, 9, H ed S sono tutte coincidenti. :

Esse sono invece tutte distinte nel caso d1 un solo punto
doppto. Infatti possiamo porre allora = x,x,(x, —x) ;: e si ha

= (le — Bu,)(3x, — 2x,)@, — )%
H = (3z,* — 2,20, + 3x,)x, — x,)%
S=(9,* - Uz x, - 9N, — )",
La guaterna polare o & indeter minata se la T ha un punto
triplo o uno quadruplo. o ' '

7. Ogni quaterna h{x,* +iac,4;)b+ 6kx,2x,* & polare di cinque
quaterne Mx,* -+ x,!) 4 6y, *x,?, distinte o no: quelle definite dal-
I’ equazione o

BEMAE — 5u.2)? 4+ ho(D)4 — DOX%pE — 3u4) = 0.

La quaterna a,*x,? & polare delle tre quaterne

‘ xe,? V(b + a,!) = 62,2

Dal n.° 6 .scende ovviamente che la quaterna Ty, — )t &
polare di'una sola quaterna: la (2o, 4+ 31,)(3%, -+ 2w,)(x, — x,)%

-
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