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. Un’osservazione sul Teorema di Picard
per le funzioni analitiche.:

Nota di Lupovico GeEYMoNAT (a Torino).

Sante. - Si démostra- che: detta f(x) una funzione trascendemte imfera;.
‘. P(x), Q(x) due polinomi o funeionirazionali in x, non identicamente
equali; se Vequazione f(x)=P(x) non ammette radici, Vequazione
1(x) = Q(x) anemetterd infinite radici. Tale Teorema mnel caso parti-
colare di P(x) e Q(x) costanti si riduce al Teorema di P1cAnD per le

funzioni intere. ‘
Si deducono altre propmeta per le eguazioni fra funziom intere;

e si generalizzano al caso di fwnzwm meromorfe.

1. B ben noto il Teorema di PICARD, secondo cui una funzione
meromorfa R(x), non ridotta ad una costante, nd ad una funzione
‘razionale, deve assumere nel piano x ogni valore, sa,lvo al pitt due,,
infinite volte; in partlcolare, una funzione intera, non ridoita ad-
una costante, pud evitare nel plano z« un solo valore

Supponiamo : L \

1°) ‘La funzione tmscendente mtem A
2x) =@y + &, + a,x’ e
eviti il valore zero. ' - C ,
2% La y(x) sia uno fzmzwne inlera (trascende,ute i pohnomlo
o costante); e non sia y(x):z(x)=cost.; coswché la ¥, se per caso
¢ coslanle, non potrd essere zero. : : '

Consideriamo la funmone meromorfa, ev1dentemente non co- -
stante : o : : :

@ L o) — k)

Essa ev1ta il valore uno, dunque non & una funzione razio-
nale di conseguenza, per il Teorema citato, asswme mﬁmte volte

{

(kééast.»- k;{:m.
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o il valore zero o il valore itifinito. Da questa semplicissima osser-
vazioné si possono dedurre parecchi interessanti risultati, alcuni
dei quali credo bene ricordare esplicitamente.
~ @) Ammessa la prima ipotesi, supponiamo che y(x) sia un
pohnomlo non identicamente nullo (1a seconda ipotesi resta, in tal
caso, senz’ altro verificata): non essendo possibile che sia in infi-
-miti puntl (o) =0, sarhk in.infiniti punti y(x) = kz(x).
pa,rtlcolnre rigunardando z(x) come differenza di una tra-
scendente intera f(x) e di un polinomio P(x), che pud essere
identicamente ridotto ad una costante qualsiasi, non escluso lo
. zero; posto k=1 el y(r)= Q(x) — P(x), possiamo enunciare il ri-
sultato ottenuto in quest’altro modo: o
‘ « Se P(x) e Q(x) sono due polinomi, non identicamente eguali,
> e se f(x) & una funzione trascendente intera; allora, se U equazione

2 ' fle) = P(x)
non ammette radici, certamente U equazione
3) A - fl@)= Q)

ammetlera infinite radici ». I1 Teorema di P1rcARD per le funzioni
intere si pnd ev1dentemenle interpretare come caso particolare di
‘questo, quando si suppongano P(x) e Q(x) costanti.

b) Supponiamo che y(x) sia una funzione trascendente intera
che evita pur essa il valore zero, e siano verificate le ipotesi prima
¢ seconda; allora sard in infiniti punti 1(x)—kz(’x):0. In altre
parole : )

« Se u(x), v(x) sono due funmom intere qualunque, non dzﬁ’e
‘renti per wne costante additiva, U equazwne :
(4) : : ’ eu(w). ke — 0

" (k=cost.; k:{:O‘)
ammelle infinile radict ». , K

~ ¢) 8i deduce pure in modo immediato :

« Se due funzioni intere y(x) e z(x), delle quali I una non @
combinazione lineare dell’ altra, evitano entrambe un medesimo va-
lore o, allora la funzione : :

®) - o Y(@) + k()

ove k & una costante dwersa da zero, prende " mﬁmto p“@mt@ del
piano x il valore »
o+ kx »,

. - 2. I risuliati precedenti possono“subirg dlcune facili ma, pur
interessanti generalizzazioni; ne dareio qualche esempio.
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2) Detti P(x), Q(x), M(x), N(x), quattro polinomi in x, consi-
deriamo 1a funzione [analoga alla (1) precedente]: '

@) o (x)y (—gf)z(w)
ove y(x) ,= g((%) 1‘\%(—) non sia identicamente nul}a. e iﬁ’
2w = f(w) — 9\5‘%’ ‘
eviti lo zero, cosicche 1"equazione
flo) = %f—(‘:"

non ammetta radici. Allora. se la f(x) ¢ una trascendente - intera,
la (1) non pud essere una costante: e. perchd la funzione

P2)N(x) — M(x)Q()
- N

assume soltanto in un numero finito di punti il valore zero, ed
in un numero finito di punti il valore mfuuto, si aveh che la (1),
la quale si pud serivere: :

Pa)N{x) — M(x)Q(x) 1
M) Px) — Ox)fix)

-

" deve assumere in infiniti punti il valoré infinito. Possmmo ciod
concludere alla’ seguente proposlzmne : . :
« Se f(x) & una funzione trascendente intera ;,se

Pl M

O Nyt
sono due funzioni razionali in x; non identiche U'wna all altra
se¢ infine I’ equazione ‘

Mix)

2 X)) = .
@) =00
non ammette radem, allora cerfame'nte avra infinite radici leqna-
zione : : :

o f(w)=§%»-

5) Nella proposizione b) del numero precedente & sostanzials
mente contenuto. come facilmente si vede, il risultato:
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« Se f(x), g(@), Yx) sono trascendentl mtere, o 8o g(aa) non é una
 combinazione lineare di f(x) ed l(x), allora, se le due equazlonl

® , f@) — glx) =0, Yzx)— glx)=
_non hanno radiei, certamente I equazione -
U] . @)=l

" ha infinite radici ».

Questo risultato pud venire esteso alle funzmm mer(&gmrfe
‘nel seguente modo :

« Se f(x), g(x), 1(x) sono ire funzwm meromorfe che evitano tutte
tre un medesimo valore »; e nessuna combmazwne lineare “fratia
di f(x) e g(x) & identicamente eguale ad una combinazione lineare
[ratla di 1(x) e g(x); allora, se in nessun punio & : :

(6) [@) — gl@) =0, Ilx)— glx)=
certamente I’ equazione : o
{7 ‘ - fle)=Yz)

ammelle infinile radici ».
Escluso il caso in cui sia 1d,entlca.mente f(a:}_.l(x), si , pud
dimostrare che la funzwne

v

Lot fie) — gl
glx) — = 2)—a  (gx) —)(fle)—2) =
Hiw)=—"7 T — @) — gl)

glo) —a o) —a ((x)—“)(l(x)-—“)
non & una costante. Infatti, se fosse 1dentlcamente

potremmo scrivere : )
. : : -1
@ —k).g(x)—.aji fe)— " i) —=

=M@ —o)—(ge) =, g)—«
f(w)‘““ : fer)—«a

‘contro I ipotesi che non’ sia una combinazione lineare fratta di -
fx) e g(x) identicamente eguale ad una combinazione lineare fratta
~di Yzx) e g(x). )
© " Ma H(x) evita i valori zero ed mflmto, dunque in infiniti
_punti prendera_ il valore 1, cio® in infiniti punti sard soddisfatta .
T equazione - , T

fla) =z

ciod :




