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Sul caleoly di una funzione analitica di cui & conoscjuta
la parte reale.

Nota di VALeERI0 Novac (Cluj - Romania).

Nella presente nota vogliamo presentare un. procedimento ri-
marchevole per la sua semplicita, perché nel risolvere il seguente
problema: della -teoria delle funzioni, esclude quulsmsl mteglamone

Notando con P
8y : f (2) = P(wﬂ J) + iQfa, )
una funzione di variabile complessa 2z = x + iy, allora
(1) | 7e) = Ple, y) — iQ(z, )

dove fi(z) vuol ‘dire che nell’ espressione di f(z) mettiamo — ¢ in-
vece di 4, mentre f(z) si ottiene da f{z) cambiando nell’ espressione
di z il segno dell’@ e trasfmmando poi la f(z) secondo la regola
sopra aLcennata : generalmente le due espressioni non sono identiche.

1. Si trovi la funzione f(2) nel caso .in cui & data la sua parte
réale P(x, y). (Si tratta. qui del caso pratico quando édatal’ eﬂpree-k
sione analitica di P(x, J))
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Si a.doperlamo il camblamento delle variabili

' : 2+2z _z—z.
@ S =Ty YTy

dove con’sideréremo formalmente ze 2 come variabili indipendenti,
‘1a risoluzione del sopradetto problema si ricava dal seguente teo»
- rema dovuto al sig. R. ALEzAIS (}). .

Se ) » ‘ @
(3) B P (=, y) = ‘P(z’ g o

e se o & una costante tale che la funzione \]a(z, ®) non sia mfmlta,

s ha.
“) - fie) = 2!'(2, u)—f-c

" dove ¢ & una costante arbitraria. :
La dimostrazione data dal sig. ALEZAIS pud essere semplificata,
tenendo conto delle suggestioni del sig. prof. TH. AN‘GHELUTZA
Infatti, sommando le (1) e (1') si ha
v fle) + f ( ‘
Pz, y)= 1te) + 1te) N
qumdl considerando la (3), la quale si pud ottenere sempre me-
"diante la' trasformazione’ {2), risulta,

(B f(2) =24z, 2) — f(z).

Resta da dimostrare che il secondo membro della (5) non di-
pende da z e quindi che la relazione (4) & vera. '

La separazione () essendo unica e la forma della funzione
Yz, 2) speciale, a causa di P, il fatto &. evidente, ma cid si pud
dimostrare anche pit rigorosamente..

Notiamo, a tale Tine,

(6) . Fla, 2) =24z, 2) — f(2)

dove

”

z42 z—z)

e =P (3 %

e dimostriumo che nell’ espressione di Fi(z, 2), dopo.avor fatte tutte

le semphflcazlonl necessarie, # non comparisce pii1. -

. Osserviamo che, quando una funzione Flz, 2) contiene effetti- -
vamente 2, la sua derivata rispetto a z dipende dalla direzione di

derivazione, cio® dall’ argomento-limite dell’incremer Ty *- = dr.eé.

() « Nouvelles Annales », 1907, "]’)ag.i'337.‘
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Infatti si ha

d ~_oF aFdz aF :
— F(z, 2) = — it ol -..,aF
dz (@ 2) 52+,a;dz"‘az

Ma secondo. I’ equazione (5) ébbiamo:

d d -
a1 = g Fle, 2)

quindi

) oF - . AF
fe)= Ge HeT =

da dove segue (,he, il primo memblo essendo indipendente da o,
si ha

=0
oz

ciod F(z,2) non contiene se non apparentemente il z. Possiamo .
quindi sostituire z mediante una costante ‘a, senza che ‘la (5) fi-
nisca di essere esatta.

OSSERVAZIONE. P(x, ¥) essendo completamente determinata,
nella relazione (b) solo la parte imaginaria della costante c resta
arbitraria; la sua parte reale pud essere determinata facilmente
assegnando alle variabili x, ¥ un sistema di valori particolari.

Quindi la costante arbitraria pub essere notata con 4.
EsemPpI10. Sm

0

P:”a:+

Ty
atlora
: Hey )= - ;— : (z + z)fi Tz —2)’
e y="5 g tii:z—w
C=miemet

: o .
Osselvlamo che P(l 0)._2 2L(1 1)=3, qmndl la parte reale
della eostante & —1, e

.

f(z):z+£+iA.
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2. Nel caso pin generale, sia’ A(u, v) una fumzlone armomoar
di u e 9, ¢ supponiamo che ci sia dato
' (7) . N A[P(a, y), U=, y)l = H(‘”i y)
’per determinare la f(2). ' . -

Ora sia .guv) una funzxone dl =% iv avendo come pa.rte'
‘ reale A(u, v)

Allora potremo determmare 11 g(w) a,doperando 11 procedlmento

anteriore. Si ha i

®) - g = 2A(u, v) — g(fv)
Sia w = {(z), quindi u=;P(:c, y), v= Q(ac, 9);-
“glf(e)] = 24[P(, y), O, 9)] — 3(f@)
=2H(, y) —gif]

el 550 s

Come sopra, il ‘secondo membro. non ‘pud dipendere da 2 se
non in apparenza, quindi z pud essere sostituito con una costante
qualunque «, evitando solo i valori « per i quah coaesto membro
dlventa indeterminato. Qumd1 si ha =~ S N

o . dren=em(F e 7
la quale ci permette di ricavare f(z) se possiamo nsolvere questa ’
equazione dando a k un valore conveniente,
L/ espressione (7) ci permetie menziénare alcuni. casi partlcolan
" interessanti, particolarizzando la funzione glw): ‘
1.0 11 ‘caso considerato dal sig. ALEZAIs,. quando si cerca d1
determma.re la funzione - f(z) sapendo che:

(10)- . . ‘ - TaPa+bQ= - Hiz, y),

.dove a e b sono costantl, si ottiene facilmente dal caso generale'
sopra accennato, mettendo -

gwy=(a —ibpw
(au + bv) + i(av — bu).

La soluzione qumdl si avra presto, tenendo conto della 9
, | H(i%-l’. 5;«) -
(1)  f=—— +h

5 - » ’ "!’(z’ Ot)
’ —2a-—@b
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BseMpro. Sia
Sen'2x + Cos 2x - ety

P Q= 2 Cos 2u-+ e - g%y
si ha )
coo— o Cos(z+ 2) + Sen(z 4+ 2)+ C —2)—
o,y Sl B e Son e+ 8) 4 Cos— 5 g, ¢—3
2][Cos ( z+z)+Cos(z—..z)] :
2Cosz+Senz—zSenz 1 1y
He, 0)= ~ 4Cosz =gty tge
ciod : ‘ S :

’ 1 ,
f(z)=§tgz+c:‘
. [PORSR | 1 ’
Ma giacche per 2 =0, P — Q:—g- avremo ¢=g3, quindi

' flg)= 1(tgz+ )+ (1 —i)A.

2.0° Ugualmente nel case in cui si ha -

) PQ=Hy
si oftiene la f(2) mettendo
glw) =357 -

La soluzione si ha subito dal (9)

z+a Zg—a

f(z)——]/MH( 5% )—f—kz

(13)

Lo @)= V‘%@g[a(z, o) + k?’.

""EsempIo. Sia ) -

P.Q= %’16"” Sen 2'1/.(
‘Si ha . N
-1 _ —z. 1 —eF—_e9
ql(z, 2):-232-!-2 Senz z:-z-géiz 2:—5 ®
1 .
= 5 (6% — %)

quindi

[f@)) = e2: — 22 + Ky == €% + ¢, + oc, .

Pomamo allora
2_ er_:_e?mC?ﬁgy_'_cl
2P.Q=1¢"*Sen2y + ¢,
donde ¢, =0. e
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Ed allora - - . .
' f(a) = \’e" +0,

- »dove ¢, é reale. - N
' OSSERVAZIONE. POSSlamO trovare un a.ltro esemplo nel caso
in cui si ha o )

12). - — Q' = H(w, y)

«cio®é quando .

, glw)= .

A\Consideriamo ‘per esempio
, — Q2 =3 Cos 2acle® + e=)
. dove ’

fle)= VCos’ 2— é'—k ic.
3.2 Nel caso in cui si ha o
‘14) . - PY+ Q’:H(ag ,y)
poniamo. '
Log (P* + @) = Log H{x, y) = G(m, ./)
~P01ché Log (u® +v%) & una funzione di # e ?, abblan)o un caso
);pa,rtlcolare della espressione (7):

Log (P * Q*) = G, )
quindi si ha ’ ’ ‘

2 - o
Log(u2 -+ v’)——Log [(w ;_ w) +(w% ',v)]'—'—-"LOgﬂ"w

=Logm+Lo‘gh_} S

:allora-
g(m)_QLogw + Log =

qum&x tenendo ‘Gonto della (9) si ottlene

vm—zmww+mww—wr+{5;q+°

ﬂa=ﬁffff§ ~kHF*ﬂz;ﬂ-

EsEuMpIo0. Sia o k
P @)

e z) _ Kz '+ z) (z ;; )T: " ;)2 v

ey =2"
. )=k

=i ha - \




