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Risposta alla Nota « Sui funzionali analitici s9e

Nota di Luier FANTAPPIE (a Berlino).

’ Sumto. - I’A. risponde ad aleune questioni poste dalla prof.c Pia NaLur

in una precedente Nota di questo « Bollettino ».

1. Nel numero di Febbraio di questo « Bollettino » (*) la col-
lega prof.® P1a NawLLI richiede una dimostrazione di alcune asser-
zioni sulla teoria dei funzionali analitici, conftenute in una mia
Memoria dei Lincei (}). Sono ben lieto che mi venga cosi fornita
Y occasione di chiarire questi puutl, che. potevano riuscire oscuri
al lettore della Memoria.

Ritengo percid opportuno riprendere la gquestione mnegli stesm

termini con cui & stata posta dalla prof.* NarLi, nella Nota citata:-

« w(f) & una funzione analitica monodroma. mel piano com-
« plesso #, olomorfa sopra una eurva C (chiusa, semplice e rego-
« lare) ed all’esterno di essa; E &:la regione che essa racchiude.

« Si rappresenta E conformemente e biunivocamente sul cer-
«< chio del piano complesso #’, con centro in ¥’ =0 e raggio 1, per
« mezzo ‘delle formule di trasformazione

¢ = (t), t = q(tf)

(‘) l’rA NALLI, Sui funzionali analitici, « Boll. U. M. 1. K anno ' X1,
n. 1, Febbrno 1932-X.

-~ () I funzionali enalitici. « Mem, dei Lincei »,’ serie 6% vol. III, fa-

scicolo XT (1928-30) ; agg. 2527, Questa Memgoria sard lndlcata brevements
con « F. A.»,
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« 1 e ¢ funzioni regolari, inversa 1’una dell’ altra, definite la prima -
« per ¢ ‘variabile nella vegione E, e la seconda per ¢’ variabile nel
« cerchio considerato.
-« C & una curva interna ad E, alla quale sono interni tutti i
« punti singolari' di w(f); la trasformazione # — () fa corrispon-
« dere ad essa mel piano # una circonferenza di raggio B — 1.
« Si pone :

_ o L )
) ult, ) = 2ﬂi¢’t — a}st(w)! da
T
" <con
o1
lei<g-

« 8i vede subito che u{t, <} & funzione regolare di ¢ all’esterno
« della curva C(s) trasformata per mezzo della ¢ —«(#’) della circon-
« ferenza del piano ¢ con centro nell’origine e raggio Ric| ».
A questo punto la prof.* Pia Navnwa domand‘w una dimostra-
zione di ueste dne asserzioni:
@) che la funzione wil, <) sia monodroma, non solo all’esterno,
ma anche all'interno di C(e);
b) che i suoi punti singolari siano futti e soli i puntl G| m-(th} s
“se ¢, sono i punti singolari della wu(f).

2. Per chiavire questi due punti, consideriamo la corrispon-
denza :

- - ’ » N I ~ 1
(2) f=olsxx)!, QU:G%QT‘E)%’
che, per

N 0<lel <

trasforma in modo’ biunivoco e regolare I area interna a C, in cui
varia «, nell’area interna a C(s), in cui varia £. Poiche anzi le due
funzioni = e s sono regolari rispetiivamente, entro tutta 1’area E
ed il cerchio unitario, per ogni valore di ¢ soddisfacente alla*(3),
la corrispondenza (2) si manterra sempre biunivoca e regolare anche
tra_due aree un poco pit ampie delle precedenti, limitate rispetti-
vamente da una curva C’, contenente C, e da una curva C'(), con-
tenente C(¢) nell’ interno. :

Prendendo i come nyova variabile d’integrazione, I espressione
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integfale (1) si trasforma nell’ altra

ule | =E)1) -
{4) u(t, E) ford % ; 5— ; g;‘f €.

Ce)
Ma la funzione

o ve=ufs|; 0})

v

& regolare in tutti e soli i punti £, entro C'(s), che corrispondono
per la (2) a punti 2 entro C’, regolari per la u(x), assumendo anzi,
in ogni tale punto %, lo stesso valore che assume la #« nel punto x
corrispondente. Quindi la U(%) & certo monodroma entro C'(¢) (come
la w(x) entro C’), e ha ivi per punti singolari precisamente futti e
solé i punti o} s~(t,,) , se {, sono i punti singolari di (#). D altra

dx . . , ‘
parte la funzione A o pure regolare e diversa da 0 entro C'(z).
A ,

quindi anche 1 prodotio U(Z)%% sara wna funzione monodroma in
<
questa regione, con gli slessi punti simgolari :ex(ty)!. come la T().
Inoltre, per ogni valore di #, situato mella striscia compresa
fra C'(c} e C(:), quindi interno a C’(x)) ma certo regolare per il
prodotto ora considerato, la formula di CAvcHY ci da

. dax 1 U3 d:
L(t)('_“):: %JE ( ) lv d ‘ ’ T(L:
. T

-t 2= )t — 3% d3

JF

) Ctz)

e poiche il 20 integrale non & altro, per In {3). che I espressione (4)
della u(t, ¢), avremo quindi v

i * U(%) d:
ult, sy = U(#) (Cw) .)}.1‘ e (_770 d:.
s ‘:t

Ma T’integrale che compare nel secondo membro & una fun-
azione monodrema e regolare non solo nella striscia tra C'(s) e C(s).
ma anche entro tutta la nglone ‘racchiusa da C(s), ove d altra
parte_anche il 1° termine &, per quanto abbiamo vistd, monodromo e
regolare in tutti-e soli i punti che corrispondono, per la (2), a puntli
regolari della ». Dunque effettivamente anche la. funzione u(t, <).
differenza di due tali funzwm, & monodroma entro C's), e quindi
anche eintm Cls). e possiede di pite in questa regione, come punti

~—
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~

smgolan, tuttz e soli i punt@ aietity)l, se tk sono i punti singolari
della u.

3. Cid & quanto si richiedeva di dimostrare, tranne il caso ¢ =0,
in cui pud effettivamente accadere, come & esplicitamente accennato
anche nella mia Memoria (« F. A. », cap. I, pag. 27, formula [29]),

. che'la fungione #(f, 0) non abbia pih alcuna singolafitd, nemmeno

“per t =t,, diventando identicamente nulla. Ma & da osservare che
la linea analitica, adoperata nella mia successiva trattazione, non
¢ quella data dalla w(?, ¢); bensl I’ altra

(7) : ylt, &) = ult, <) + e—1z(f)

(« F. A. », cap. I, pag. 27, formula [30]), in cui si provvede -col-
r .urgmntd di una funzione sempre singolare nol solo punto t_t.,,'
a eliminare l’ inconveniente ().
. , 1
*Qosiecht @ lecito affermare in tutto rigore che, per ‘c| - R
le funzioni della linea analitica #(f, <) sono sempre funzioni mono-
drome di t e non eccezionali per la linea.

(') Alleventuale obbiezione che I'aggiunta di questa funzione possa
far nascere, per qualche valore di e, funzioni eccezionali per la nuova
linea (7), si pud immediatamente rispondere che c¢id non accade certamente,
- .quando si disponga in modo opportuno della funzione z(f) e del valore ¢,

che nella mia Memoria vengono appunto lasciati arbitrari per questo scopo.
" Se infatti la funzione y(f) originaria ha infiniti punti singolari entro E,
basta far si che, nella rappresentazione conforme tra E e il cerchio uni-
tario, cada in un loro punto di condensazione il valore f,, corrispondénte
al centro del cerchio, e prendere per 2(f) una funzione con una sola singo-
laritd essenziale per £ =1{,; con cid il punto =1, resta sicuramente punto
di condensazione delle singolaritd per le funzioni (7), quando ¢ soddisfa
alle (3), e punto smgo]are isolato per la yit, 0).

Altrimenti, se y,{f) ha solo un numero finito di puntl smgolau isolati,
basta far cadere ¢, in uno di questi, che non sia un polo del 1° ordihe,
al finito, con residuo azeaf_—‘:-i,' se b & il residuo di y,(#) allinfinito
(¢id . sempre Possibile, poiché non tutte le, % singolarita al finito di g.(f)
possono essere poli del 1° ordine con umn tale residuo @, risultando, in
questa ipotesi, b = — na, mentre e—! —1 non pud eguagliare il numero in--
tero — n), e prendere poi per z(f) la,parte principale di y.() nel punto
t==t,.-Cosl questo punto risulta regolare per le funzioni u(f,¢), e quindi
sempre singolare per y(f, <), quando ¢ soddisfa alle (3), mentre, per ¢ =0,
la y(t, 0) resta ancera singolare nello stesso punto. Infatti, anche se la y,(t)
ha in ¢=1¢, un polo (al finito) del 1° ordine, la y(£, 0) ha in quel punto,

per-le ipotesi fatte, un residuo diverso da 0, e quindi & certo smgolare
oper t=1H,.



