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PICCOLE NOTE ‘ 87

‘Sur une fonction admettant une infinité dénombrable
de points de discontinuité.

Nota di P. LABERENNE (a Chartres - Francia).

Deéfinition de la fonction. - Soient » et N les bases de
leux systémes de numération (1 —xn — N), et soit & un nombre
ruelcongue; nous écrivons ce nombre dans le systétme de base n:

.’ © o0
T=a N+ Qe W17 Ly AT T+ L X an,
. AL

ies chiffres , pouvant tous étre nuls iy partiv @’ un certain rang
si le développement de a est limité). Nous lisons alors le nombre
ahtent: (@, .0, ¢_, .. comme un nombre du systéme de base N,
¢+ gue nous pouvons faire puisque nous avons supposé n << N. Nous
cbtenons un nouveau nombre:

i

Yy =3 aN:.

i-q

L.e nombre 9 ainsi défini est une fonction de x. C’est cette
fonction que nous nous proposons d’ étudier dans ce qui va suivre.

Premiéres propriétés de y. — A tout nombre x admettant
nne seule représentation dans le systéme de base n correspond
une seunle valeur de g. Mais csrtains nombres admettent deux
représentations dans le systtme de base n; ce sont les nombres
n-ésimaux & développement limité (qui s’ écrivent au moyen d’un
nombre fini de chiffres aprés la virgule et qui admettent aussi
une représentation illimitée terminée par “nne infinité de n — 1;
¢f. dans le systéme décimal: 2,3 = 2.2999..). A ces nombres corre-
spondent ainsi deux valeurs différentes de y. Ce somt donc des
valeurs de discontinnité pour la fonction. .

Inversement, & tout nombre y correspond un seul nombre
'qu’ on calcule par les méthodes habituelles des changements de
base. Il ne peut pas y avoir de cas d’exception; la seconde re-
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présentation des nombres N-ésimaux a développement limité se
termine, en effet, par une infinité de chiffres ¥ — 1 et ne peut
provenir, par suite, d’un nombre écrit dans le systéme n-ésimal
ol ce chiffre ne flgure pas. .

On voit ainsi que la correspondance entre x et 4 est univoque
et réciproque, sauf pour les mombres n-ésimaux 4 développement
limité. Ces valeurs particulidres dé x correspondent & des discon-
tinuités de . Remarquons immédiatement qu’ elles forment une -
infinité dénombrable.

. La fonction y n’est done pas continue; ¢’ était évident @ priori
puisqu’elle varie et que son écriture ne comtient pas N — # >1
des chiffres du systéme de numération dans lequel on la lit.

Nous pouvons encore énoncer deux autres propriétés de 9:

1°) ¢ est une fonction croissante.
2% Elle n’admet pas d’autles points de dlscontmulté que
ceux que nous venons de trouver.

La premiére proprieté est une conséquence immédiate des
lois de numération qui sont communes & fous les systemes.. Elle
permet d’eobtenir facilement toutes les valeurs de y dans I’ ordre
ol elles se succédent, x croissant. Il suffit pour cela de conserver
dans 1’ ensemble des nombres écrits dans le systéme N (et rangés
par ordre de grandeur) tous ceux qui ont un sens dans le systéme .
L ensemble des nombres ainsi obtenus a la puissance du continu,
comme d’ailleurs I’ensemble des nombres supprimés. C’est 14 une
propriété bien connue de la théerie des ensembles. V

Les remarques précédentes vont nous permettre de trouver
les points de discontinuité de 1. Il nous suffira d’étudier les in-
tervalles supprimés dans I’ ensemble des nombres écrits dans le
systéme de base N. Lie premier nombre supprimé au début de
Pun de ces intervalles est un nombre dont le développement
N-ésimal est limité et dont tons les chiffres sont inférieurs a
sauf le dernier qui est » lui-méme, nombre dont I’ écriture sera,
p. ex.: =f.., ek ...vgr; le plus grand nombre conservé avant 1 in-
tervalle sera donc: af.., ek..vp(n —1) (). Au contraire le plus
petit nombre consorvé aprés les nombres supprimnés sera celui que
I’on obtient en ajoutant au nombre précédent une unité de ¥’ ordre
N-ésimal de ¢, soit ef..., eh...v(p4-1), si p=n - 1; «f; ehi. (v 1),
s$i o==n—1 et si va=n - 1.. ete. Or les écritures des deux nom-

(') Par convention nous posevons:

0, (1 — 1) — 1)(n — 1)... =0, (n—1)
Ae(n — 1) (n —1)., = uB..., Ag(n—1) ete.
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bres extrémes considérés qui limitent extérieurement ¥’ intervalle

supprimé, correspondent & un méme nombre n-6simal; la seconde

est la représentation de ce nombre par un développement n-ésimal
limité, la premidre sa représentation par un développement illi- -
mité. Ainsi toutes les discontinuités de y correspondent bien aux

valeurs de z trouvées précédemment.

Propriété essentielle de y. — La fonction y étant évidem-
ment bornée dans un intervalle fini quelconque et admettant une in-
finité dénombrable de points de discontinuité, un théortme de M. Lin-
BESGUE nous apprend qu’elle est intégrable (E) dans cet intervalle.

Nous le vérifierons d’ailleurs dans un intervalle particulier
en appliquant les méthodes de DARBOUX.

Nous considérerons d’abord 1’infervalle particulier 0, n, dans

- lequel nous intégrerons ¥, puis nous étendrons les résultats obtenus.

Nous prendrons comme divisions successives de Y intervalle
0, n celles qui correspondent aux points de discontinuité: pour
la 1% division les valeurs entiéres de x; pour la 2°, les points
de la 1¢re et les nombres n~ésimaux a un chiffre; pour la 3°, les
points des deux premidres et les nombres n-ésimaux # deux chif-
fres, et ainsi de suite.

On pourra ainsi former les tableaux suivants:

Premiére division: n intervalles.

x| 0 1 2... - _ m
910 0,m—D|1 4, —1)]2. «(m—1) m=1) | N

ou comme :

— m—1 n—1 1 : .

n

=

8

| 0 1 2

<

ra— r— e
0 N__l)l '1+]Vti‘l2." e — 1

+ - -
N—1
Deuxiéme division. Chacun des n premiéres intervalles est di-

visé en # mouveaux intervalles. Nous avons ainsi p? intervalles.

T ‘O _,1{ % 1 1*7112 W2
= e | [
0 00—t L oan-n) |2 a1 o T —
Y o 7=l 1\/‘m ::—1) 5 z=ih 1,0(:~i) Lty 1.1(7]&—1) \ 1+ZW
N-1 N - ou 1+ 35— on 1 n~
N NWN-1) N U. 1+N +N_ )

Nous diviserons de méme chacun des intervalles de cette’

deuxiéme division en # mnouveaux intervalles, en passant a la
troisieme division et ainsi de suite.
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Les valeurs de x choisies comme limites des intervalles sont
équidistantes les unes des autres dans chaque division. I/inter-
valle‘ *;y, — x; entre deux points de division consécutifs de la

. N 1
g-iéme division est et On voit en outre que, de cette maniére,

nous -prenons successivement comme points de division toutes les
valeurs de x correspondant & des discontinuités.

1/, comme nous I’avons déjh remarqué, est évidemment bornée
dans-chacun des intervalles considérés. Soient alors M, et m, le
maximum et le- minimum de y dans I intervalle x;, x,,,; nous
allons démontrer que X (M; — ), — ;) tend vers 0 en méme

i , e
temps que x,,, — a, = =10 © est a dire quand le nonmbre q aug-

niente indéfiniment. Ceci suffira & établir divecicment que y est -

somnable dans U inlervalle considéré.

Or pour une division de rang donné la diffé. e P, est
la widi o pour tous les imtervalles et est égale (i cisa iiasante)
i la ol irence des valeurs de 4 correspondant aux exticonités de
I"intervalle; on aura donc pour chaque division:

2M; — mMogy, — @) = (M — ) S (20, — x;) = (M; — m;) X< n.

Mais pour la premitére division:

. — n—1
M=oy =0, ('n—l)—N:l’
pour la deuxiime:
e n—1
Mi—m; =0, On—1)= NV —1)
P I g-ieme:
- w—1
M, —w; =0, 00...0( = | SN
(g — 1) fois. -
A ‘. e (n — 1)
On est ainsi ramené i chercher la 1imit de NN — 1) pour

¢ infini; ¢’ est évidemment zéro. Donc la fonction est sommable.

Caleul de 1’intégrale définie de 0 & n. — Nous la caleu-
lerons comme la limite de Zm(x;,.,, — ;) en évaluant successive-
ment les sommes correspondant aux diverses divisions.

' Premigre division. z,,, — x; = 1, et les valeurs de m, pour les
différents intervalles sont 0, 1, 2,.., # — 1. Ainsi:

n(n — 1)

21:0.4'-1 +2 .. ;»»n—l: 5
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1
Dewaiéme dzmswn Ly = &; —;,L, et les valeurs de me sont

1 - on—1 '
0, 0~+Z—V’,,,, OTFT, 1, 1—{—']\',,... On aura:

= . 1 n—1 1 : 13 n
Zf—lo_’— <(_)+N)+ <O+ ~N_)J Xaut 11 + (1 + 1—\7)4—}%1—? e
22:_0+1+2+...+n——1+n><(_- 2 +¢_?«_j_1)><_1_.

N+ N—f-... v Py
Z n(n-— 1}

”

g-idme division. On arrive de méme dans le cas général i I
fmmule de récurrence:

. n(n-— 1)
Zq - Zq—l aNI=1 °
On en déduit:
N nnr—1) nr—1) 1 nin—1 1
Zq—'__:z_*%Q X+t - )XN——
__n(n— 1) 1 1 1
et

Quand ¢ augmente indéfiniment, tendla donc vers 1’inté-
grale I:

RemarQuE: Considérons 1'intégrale I' que Von obtiendrait
entre les mémes limites sans faire le changement de base, ¢’ est
4 dire pour y-—=ax:

n
. 2
I’:‘xdac:%—

. N =

nt N'n(n —1) . nmN-—1)

I'>1.

L
Caleul de P’intégrale indéfinie. — Nous nous proposons de
x .

ealeulerJydw, x étant un nombre gueldongue, i développement
0
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1 =00

n-6simal limité on illimité, soit: x = X an’, (les chiffres a, étant
iq

tous nuls & partir d’un certain rang si le doveloppement de ¥

est limité). Mais auparavant nous allons encore calculer quelque®
intégrales définies (dont on pourrait démontrer directement 1" exi-
stence par des raisonnements analogues #i ceux que nous venons
de faire). Nous avons déja:

H
Nn(n —1)

y(l.z: = '_Z(Av—N—— 1)_, §

»?
Calculons maintenant ‘ydw: on peut derive:
o
uE 2n u
‘Jd( ‘J(Il + ‘JJ.Z A4+ uda;
(n—lln
Or on obtient la valeur de y eorrespondant & un nombre ¥

compris entre # et 2n en ajontant N i la valeur de y qui corres
pond A i # (compris entre 0 et u); d'oir:
2 2
‘ydw =nN -+ ‘Ud;x;:
e e “ :
0 0
en répétant le méme raisonnement

B

I

= 20N 4 ‘yd.)c.‘..
e
0

2n
finalement:
ne
- . I‘I)Ar) . 1
‘ydx , e —1)
; AN —1)
ot d"une maniere géncérale:
1w
nt ), —
‘de—— N(T" 1)
d 2(N—1)

pour i =21 (les valeurs de ¢ étant entiores, bien entendu).
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11 est facile de voir que cette formule est aussi vraie pour
les valeurs entidres et mégatives, ou pour la valeur zéro de i. En
effet, en mous servant du systéme de divisions successives des in-
tervalles indiqué précédemment, nous trouvons:

1

e 2N —1)
J?] PE=T 1
0

€n nJ

e 21 fd __n—1
Jy =N =1 VYT 2NN - 1)
0

(j étant entier et positif).
La formule donnant I’intégrale est donc absolument générale.
® .

Revenons maintenant i 1’intégrale définie |y da, ou encore:
g ¢ )
g v

O AR TR TY S SE / NR S JY T B N S [ S SN

Jy dzx.
0

Nous calculerons d’abord

agnt a4+ I agnl+-ag I 4@y 192
Iy dv, puis jy da puis jy du _ y o
aq.nl QI+ agmi—?

et ainsi de suite. Pour chacune de ces intégrales on pourrait dé-

montrer directement, par un raisonnement analogue & celui qui a

été fait plus haut, que la fonction est sommable dans I’ intervalle

considéré. Finalement, en faisant la somme des diverses intégrales.
x

nous aurons le développement de J.ydx en fonction des chiffres:

qui servont i écrire 2 dans le systdéme n-ésimal.
On a d’abord: -

amt na 2ne 3no agni
dew—fydx +- "ydm—*— fydo'—a- +jydx
n9 anl g (ag—1)ne

En reprenant le raisonnement qui nous a déja servi pour le
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ni

calcul . de ‘ydm, nous voyons que: , .
) . N
0 -
ami C N

"ydx = Jy dx + Nt .n--dex + ZNMT -+ (@, — N2 +§y dx
12 . 0 ] ' 0 . . .

0 0
ne

=NmIX[1+2 + .+ (@, — 1))+ an?/dx
0

(a, — 1o, Nn*n — 1)
= Nmd x —"T— + @, X 2(N—~'1) .

|

Aat-Gg— a1
Calculons maihteuantjydm.’ Une valeur de y correspondant
’ amd : .
a une valeur de x comprise entre a,n? et am? + a7 est égale
a la valeur de y correspondant & x — a,n? (nombre compris entre
0 et a,_,n?"') augmentée d’une constante a,N¢; on a done:

agni-t-og_ ma—t . Qg na—¥
(y dot = 4N X g 8= —i—j‘y doc;
:zqwl '
. amt
la derniére intégrale se calcule par la formule trouvée pour |y dz,
- 0

d’oln:

—1
a,qu.fl—(»-aq_-"n’l o ) ,
: o (agy— Loy, ) - N 4 —1)

de=am, Nty oI Nt-lpe—1 4 q =¥
Y LA 2 - : =T (N—1)
2qh?
De méme:
Agha+-Gg— NI~y _gna—2
ydy = (@, N+ a;\ N Na, ,n?~* +

.

agnit-ag— ni—1

' ,(aq—z = 1a,—, a2 q_z‘ ’ ‘Nq%?”?ig(”-"_ 1) .
-+ B) Na—2p A sy ~W, etc.
. '

,  On obtient ainsi pour 5@4 dx une série dont le terme général
. ; ks . :
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de rang.q — ¢ -+ 1 est:

k=i+l (a l)a .
- amt = ant - T Ny, M1 AT
" ,?:; 2. T gy gy e
k=it

(en convenant évidemment que b ah”"\() ot Za,n’ =),

Ce terme général est la somme @ expresswns

)0%11 res. i
done positif. On peut encore I’ écrire: i tves, il est

"
-1

. 1._—00 di N"* k =41 2
Jy 2 a; — N__l)n’N’+an Z ant

&

11 est facile d’établir que la série du 2¢ membre est conver-
gente. A cette fin, nous ‘allons majorer le terme général en rem-

placant tous les a, ou a, qul y flgurent par » — 1: il vient:

n—1 N—— ot k=it «
—5— (n—i N_i)nth+(”_1)%i Z (0 — )nr
N ‘ k=g
ou encore: , ' -
n—1 Nnrn—2+1 iars k=it
3 TNt 3
- : k=gq

k=i+1 k=—oo

D’ autre part Z#* < Zn*: or cette dernior i ;
P g hegq niere série, progression
~géomsétrique de raison < 1, est convergente Soit A sa somme, on

majorera encore le terme général en remplag:ant z,nk par A; on
k=q
obtiendra ainsi la série:

t=—>50 * N
\n—l N(n—»2)+1 o
Z TN —1 .>< wN'+(n~1)WA£_

Or cette sério est la somme terme & terme de doux progres-
sions géométnques convergentes (de raisons < 1):

f=—o00
n— (n—Z)N+
T

-
i
[~
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t=—a0 ’
et S(n—1)Pn'd; elle sera done convergente et la série trouvée
i=q . :

x

pour ‘y dx le sera aussi a fortiori.

0

ReEMARQUESs. 1°) Si le développement de x dans le systeme de
base n est fini, le dernier terme étant a,n", il suffira évidemment

i=r
de calculer 2, en faisant a,_, = a,_,—...=0.
i=q .
XLy

2°) 1/ intégrale Jydw 8’ obtient immédiatement pay diffé;.ence_
S .

&£
3°) Si dans .la formule donnant Jydoc on fait Ne=y_i] vient:
0

x i=—o0 k—ii1

2
Jydx: Z ) %— (n)* + amnt Z ant !
4 i=q k=q |

k=i4-1 k=i
(en convenant_ toujours que X a,n*=Zanm*—= 0), @ oy;
. =i k=14 .

r V=N
jy dx =g Z ant| = 5%
y 2 = 2

On retrouve ainsi la formule élémentaire.



