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PICCOLE NOTE 79

La bisezione delle serie lineari sopra una curva di genere 
virtuale p e gènere effettivo p — 1.

Nota di Luigi Campedelli (a Roma).

Sunto. - Sopra tww curva Cp di genere p, è data una serie g|{J—p, con 
2n > 2p, segata da un sistema lineare di curve cp ; si considerano allora 
i 22P sistemi continui di cp n-tangenti a Cp, i quali determinano 
sulla Cp le g„~p metà della gf“—p, e si studia come si comportano 
questi sistemi quando la Cp si fa variare con continuità fino a farle 
acquistare un punto doppio accidentale.

1. Sia data una curva piana CP, di genere p e di un certo 
ordine m, e sopra di essa si prenda una serie lineare non spe­
ciale g*n~P, con 2n > 2p.&2 n 1 L

La Cn (supposto il suo ordine m abbastanza alto rispetto al 
genere p) fa parte di un sistema continuo S,, di curve piane irridu­
cibili d’ordine m, con

(m — 1 )(m — 2) 
d = ---------Z---------~ p

punti doppi. Però in sono contenute anche infinite curve C,,-, 
(costituenti un sistema continuo L^>) che hanno il genere p — 1, 
invece di p, possedendo d ■+-1 punti doppi: queste C,,—, particolari 
di X,, si dovranno riguardare come di genere virtuale p, ed il loro 
punto doppio che non proviene come limite da un punto doppio 
della Cj, generica, si considererà come punto doppio accidentale da 
ritenersi virtualmente inesistente.

Se si fa variare con continuità la Cp in facendola tèndere ad 
una C,_, con un punto doppio accidentale 0, la </2“—p data sopra C,,, 
tende ad una serie lineare di Cp_], ancora d’ordine 2n e dimen­
sione 2n — p, per la quale i due punti 0, ed 0s, di Cp-l, sovrap­
posti in 0, costituiscono una coppia neutra ; cosicché tale serie sarà 
virtualmente completa sulla di genere virtuale p ('), mentre in 
effetto essa è contenuta in una g^”~p+1 che non ha più quella cop­
pia neutra.

Sopra la C„ la g^~p possiede 2ìp serie lineari metà (in gene-

(*) Cfr., p. es., F. Enriques e O. Chisini, Lesioni sulla teoria geometrica 
delle equasioni e delle funzioni algebriche, (Bologna, Zanichelli, 1924), vói. Ili, 
libro V, cap. II, § 16, nota II.
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vale non speciali) g'^P^). mentre la ï ili che contiene 
la Hj“-p limite della data, dà luogo soltanto a serie metà g" p '1 : 
d'altra parte sulla C,,_, di genere virtuale p, la Ofii P '"Lutimi- 
mente completa, e in questo senso le </" i>11 non possono riguar­
darsi come sue serie metà. Si presenta cosi il problema di ricercare 
che cosa accada delle 28j’ serie metà della g?)“~i‘ di Cp, quando si 
passi al limite facendo tendere con contiiiità la C,, a <, in -r.

2. Per semplicità conviene considerare la come segata 
su Cp gialle sue curve aggiunte <p(1, d'un conveniente ordine h (m—3| 
(passanti eventualmente per un certo gruppo ]\ di punti fissi su Cp), 
le quali costituiranno un sistema lineare di dimensione

(/i — m)(h—m . 3)
t 2h — p -I -------------------------- i 1.

Le si distribuiscono in 28»’ sistemi continui (non lineari) ; q,, I, 
di curve tangenti n volte alla Cp, ciascuno dei (piali deter­

mina sopra la Cp, con i gruppi dei punti di contatto dello sue , 
una delle metà della q-p—p.

tuando si "passa dalla C,, alla Cp_,, il sistema delle <pz, ha come 
limite un sistema lineare, ancora oc*, non avente,,! I punto 0 come 
punto base, costituito dalle virtualmente aggiunte alla Cp_, di ge­
nere virtuale/» (passanti perii gruppo K limite su C,1-1 del gruppo K 
di Cp). Quindi un sistema | yh ( di <o,, n-tangenti a C,,, tende ad un 
sistema | <yZ1 j costituito o da <pz, passanti per O e tangenti n — 1 volte 
a Cp—,, oppure da cp,, ancora -»-tahgenti a Cp_,. Nel primo caso 
gli n — 1 punti di contatto delle ®Zl di ì cpftl dànno su Cp_, i gruppi 
di una delle 2-<p-»> Kerje lineari metà di quella segata su 
dalle sue aggiunte effettive d'ordine h (passanti per K), la quale 
non è altro che la serie residua di 0, -+- 02 rispetto alla g‘̂ ~p+1, com­
pleta (sulla Cp-, di genere p — 1), che contiene la segnata 

dal sistema lineare delle ®Zi
È facile vedere che ogni siffatto sistema | <p„ ; proviene, come 

limite, da due sistemi | cpA | di'<pA n-iangenti a Cv: infatti al tendere 
di Cp a Cp-, le -p-, passanti per 0 risultano limiti di due <ph toccanti 
la Cp in due punti (la curva cne passa per un punto doppio assor­
bendo due curve tangenti in un fascio).

Rimangono 28”-1 sistemi continui ! <p,, ', i quali, quando Cp tende 
a Cp_J, hanno come limite sistemi \yh\ di <pft non passanti per 0

/
(') Cfr., p. es., Enriques-Cihsini, op. cit., voi. Ili, libro V, cap. IV, § 35. 
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e n-tangenti a Cp_questi, con i punti di contatto <le)Ie loro curve, 
danno- sulla 0,,_, di genere virtuale p, delle virtualmente com­
plete rispetto alla coppia neutra (0,, (À,), le quali si devono consi­
derare come serie metà della segata dal sistema lineare delle 
aggiunte virtuali <fh, e virtualmente completa rispetto alla coppia 
neutra (0,, 02). Però se riguardiamo la Cp-i come di genere p— 1, 
sopra di essa le precedenti non sono più complete, e le </”—v 11 
a cui appartengono dànno delle serie metà della <£;«-/>i1 completa 
che contiene la c^n-p; ma — l’abbiamo già osservato — la q’*»-p 11 
ha soltanto 22p~'2 serie metà, quindi le 22’’-1 g“~P non possono es­
sere tutte disequivalenti, se pure sono tutte distinte !

Quello che accade in realtà è precisato dal teorema seguente:
A Sopra la Cp_i, le suddette g“—p, virtualmente complete, si di­

stribuiscono in coppie di serie equivalenti, le serie di ciascuna coppia 
(generalmente distinte) essendo contenute in una medesima gjj—:i'-1 1 ■ 
completa.

Infatti data sulla Cp_l di genere p — 1, una gn~P con la coppia 
neutra (0,, 02), si consideri la g*~p 11 completa che la contiene, ed 
entro questa si prenda una generica g^ avente in comune con 
la g”~P un (solo) gruppo G.

Nell’iperspazio Stn—p+i a 2n—p -+■ 1 dimensioni, con cui si 
identifica la pl1 doppia della g”~P+1, prendiamo il piano S2 i 
cui punti rappresentano le coppie di gruppi della g'1. L’ S2 inter­
seca secondo un St, V Stn_ìt che corrisponde ai gruppi della §2»-p 
virtualmente completa rispetto alla coppia neutra (0,, 02). I punti 
di cotesto St rappresentano ooJ coppie di gruppi della gl, costi­
tuenti un’involuzione razionale, in cui si hanno due coppie unite 
(in generale distinte), cioè due coppie ciascuna delle quali è co­
stituita da un gruppo della g1 contato due volte.

lino dei due gruppi che formano queste coppie, è, evidente­
mente, il gruppo G, comune alla tjd e alla g”~pvda cui siamo 
partiti ; 1’ altro è un gruppo G', equivalente a G, i cui punti dànno 
i contatti con Cp-i di una che non è contenuta nel sistema 
continuo oc.'-”, J cpft I, di «-tangenti a Cp_l} che determina la 
g*~p a cui appartiene il gruppo G. Pertanto la che tocca la 
Cp-, nei punti di G', fa parte di un secondo sistema continuo J <p,t ;, 
il quale con i gruppi dei punti di contatto delle sue curve dà 
sopra Cp-j una serie, pure d’ordine n e dimensioni n—p, vir­
tualmente completa rispetto alla coppia neutra (0,, 02), ed equiva­
lente alla gn~P predetta, ma distinta da essa.
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3. Riepilogando le considerazioni svolte si ha:
Data sopra una curva Cp di genere p, una serie con 

2n > 2p, che sia segata da un sistema lineare | <?h \ di curve ag­
giunte, si faccia tendere con continuità la Cp ad una (di ge­
nere effettivo p —l e genere virtuale p) con un punto doppio acci­
dentale O. Allora il sistema \ <ph | ha come limite un sistema li­
neare I <f>h I, non avente come base il punto O; e i 22p sistemi con­
tinui ; tph ! di <ph n-tangenti a Cp che, con i gruppi dei punti di 
contatto delle loro curve, determinano sulla Cp le serie gÇJ p metà 
della g2n~p tendono a :°2p ’

1) 22p—2 sistemi di. (n — 1 )-tangenti a Cp__i, passanti per O,
ciascuno dei quali proviene come limite da due sistemi ! ®z, !.

2) 22p~1 sistemi di n-tangenti a Cp-i, non passanti per O, 
i (fuali dànno sulla Cp-i altrettante serie lineari A»-P, virtualmente 
complete rispetto alla coppia neutra (0,, 02) costituita dai due punti 
di Cp—i sovrapposti in 0. Le sono metà della pure vir­
tualmente completa, segata su Cp-i da | <pA : però sopra la CP~t di 
genere effettivo p — 1, esse non sono complete, essendo a coppie 
contenute in una A«—p i > effettivamente completa.


