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Le congruenze W,, a parametro medio costante.

Nota di Pierro Torrorici (a Palermo).

Nlmto. - In questa nota U'A., facendo uso di alcune sue formule generali,
eostruisce la classe completa delle congruenze Wab a paranetro medio
costante. cioé la classe di quelle congruenze W a parametro medio
costante anvnettenti, come falde della superficie focale, due rigate gobbe
di cui wna sola a piano direttore.

E notevole il fatto che ciascuna delle falde focali é, in ogni caso.
deformnabile in un iperboloide rotondo.

>

1. E noto che se si indicano con %, 4, {; %, 4,.{ i coseni nor-
malizzati della direzione della normale alle falde focali di una
congruenza rettilinea W in punti corrispondenti e, con le nota-
zioni usuali, si pone:

|

1
o
K e K designando le curvature totali delle due falde focali si ha:

Sit=¢, S¥=p,

=K, =K,

-
e

s essendo I’angolo dei piani focali per il raggio gemerico della
congruenza.
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Se, su ogni raggio, d & la distanza dei punti limiti e 8 quella
dei fuochi. si ha ancora:

- ‘ d* — gg, 3’:p;sen’ G,

_ e perd:

Vdi—3 =\'lpg cos 5 = S*

v

Alla espressione \/d*— 3* il Brawncar ha dato il nome di para-
“metro medio della congruenza e, in una sua Memoria, il compianto
Maestro trattd ampiamente delle congruenze W a parametro medio
costante ().

Scopo di questa Nota & di mostrare come, adoperando alcune
mie formule generali, si possa determinare, in fermini finiti, la classe
completa delle congruenze W,, a parametro medio costante, vale
a dire la classe completa delle congruenze W a parametro medio
costante ammettenti ciascuna, come falde focali, due superficie
rigate R,, R, di cui la prima (soltanto) a piano direttore.

Son da rilevare, in questa ricerca, i risulfati mnotevoli .e la
semplicitd dei mezzi analitici adoperati per stabilirli.

2. Re R,. R, sono le fulde focali di una congruenza W,, gene-
rica, per i coseni direttori normalizzati delle loro normali in punti
corrispondenti pud porsi (%):

L — oy Yo gl 2F\(u)
\ = 1(0) + EU),- \ =T T T + o)

M n= s+ ko, By _ 20

' U(w) — Tlw) + Yo)’
I s Fw)  2Ffu)
\ 4 = 45(%) -+ kyi(v), | . (= U'(u) U(’“/) + ‘-P(U)’

#, v designando i parametri delle asintotiche, essendo g,, ¢, 93 tre
funzioni arbitrarie di u; k,, k,, k, tre costanti arb1tra11e 4(v) una.
funzione arbitraria di v, e avendo posto:

@) Fi(w) = ¢(u)U'(w) — k; U'(w) Uw), t=123).

(') Cfr. L. Biancui, Le congruenze rettilinee W. ax parametro medio
costante. [« Annali di Matematica pura ed applicata », serie ITL, t. XXII
1914), pp. 263-324].

() Cfr. P. Torroricl, Alcune osservazioni analitiche sulle congruenze
rettilinee. W aderenti a due superficie rigate. [« Mathematische Zeitschrift »,
Band 10, Heft 3.4, 1921].
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La funzione trasformatrice R(u, v), secondo la teoria mefrica
classica, ha per espressione: ) v
R(u, v) = Uln) + Ho),

U(n) designando pure una funzione arbitraria
Affinché la congruenza W,,, costruita nel modo piit generale

alla maniera ora ricordata, sia a parametro medio costante. occorre
(p=0)

g+ l=p

A

p designando appunto il valore costante del parametro medio.

e basta si abbia:
Tenute presenti le espressioni avanti riportate. questa ultima

L 2y Q

9
o N T U S F -+ [T Sk F, —

condizione scrivesi:
1
¢

ia, riducendo a forma intera ed ordinando vispetio alle potenze

ossi
di -

e

Sk FY 4 Y Se By + U-SkF, — 20" -8k, F,— pU’| +
[ U-So, Fy — 20" -8y, F, — pUL"] = 0.

L2

T

Quest’ ultima, essendo la tunzione g(v) arbitrarvia, implica le

altre tre identith:
Sk F, =0

3 ( Sk, F," —2U"-Sk,F, — pU1' =0

l/”qﬂl-lﬂl —2U’-;S'(‘9)111x _l’["l'v/:_: 0

che, dungue, esprimono, da sole; le condizioni mnecessarie ¢ suffi-
cienti affinche la congruenza W, sia a parametro medio costante.
i possibile trasformare le condizioni (3) in altve equivalenti

dalla

involgenti soltanto le tunzioni F\, F, F. ;.
Moltipticando la seconda delle (8) per [F e softraendo

terza. (vicordando, che & sempre U’ 3=0), deducesi intanto :
{ Slﬂ'lFl —_ SI‘PIFI -
(t=1.2,3),

ed essendo. per le (2):
N
7
(2/) ":,] - *I_‘,/ —+- kil;
guesta scrivesi semplicemente :
SF.F,/' =0,

mentre 1" ultima delle (3) diventa: _
SE— UP2SkF 4 pl=0.
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In definitiva, dunque, le condizioni (necessarie e sufficienti)
sono le seguenti:
Sk, F, =0,
4) ( SE.F,'=0.
SF,?— U258k, F, + p] =0
Senza restrizione, assumendo a piano direttore della falda R,
il piano
z=0.
pud supporsi che sia:
=k, =0. k,=1
ed allora le (4) scrivonsi:
Fsl =0,
(5) F\F\'+ F,F,'=0.
(F,*+ F,%)—2U"%F, — pU"* = 0.
Denotando, quindi, con C una costante, porremo intanto:
F,=2C
Lia condizione

PR +FF =0,
pud scriversi:

F:® .+ F?=B,

B essendo un’altra costante positiva, e a questa ultima uguaglianza
poi si soddisfa, nel modo pit generale, ponendo

F,—= Bsen Mu), F,=— Bcos:Mu)
M) denotando una funzione per ora arbitraria. Se ne deduce:
F\?*+ F/* = B*.}\*(u).
e, poiche ora I'ultima delle (5) da:

(54 Bz
U2 = Yo )A {u)
pud assumersi:

B M),
e
\/402 +p
potendo ritenere nulla la costante additiva di integrazione, cid che
equivale ad alterare, per una costante additiva, la funzione (v)

che comparisce nella espressione. della funzione trasformatrice,
alterazione che non ha alcun effetto in questa ricerca.
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Ma, di pill, cambiando il parametro u delle asintotiche pud
ritenersi
Mu) = u,
e cost si ha infine:
F,=Bsenun, F,— — Bcosu, F, =207,
U= Hu,
avendo posto:
., B
W= ,er3p
Dalle (2') segue allora: :

B ‘
gy = i Cos U, - o, :H sen#, o, = Huy.
Ponendo, come pure & lecito:

-?(’U) =, >

le espressioni dei coseni normalizzati (1) delle normali alle due
falde sono dunque:

. cos oD s 2B sen u
T ’ \\'_Hw Hu -+ v’
B -_B 2B cos %
(%) =gy senu, == sen w v
7 40
= Hwu + v , Fo. X
: ’ i Hu + v’

e integrando, secondo formule note, da queste deduconsi, in termini
finiti, le equazioni delle due falde R,, R,.

3. Si osservi subito che: ~
Le due superficie focali R,, R, sono, ciascuna, applicabili su un
iperboloide rotondo ad una-falda (non necessariamente lo stesso per
le due superficie) ; ‘
Invero, fissate nella prima terna delle (6) hd arbitrio le co-
stanti B. H, si scelga quindi la costante C? in modo che sia
,  Br .
1CP=",.
N ._H’Z
Siccome dalle formule precedenti. con tali determinazioni delle
costanti, traesi: )

&

=8t =55 —4C*=0,

"so ne conclude che la corrispondente congruenza W, & normale
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¢ perd le sue falde focali (in particolare la R, definita dalla prima
terna delle (6)) sono applicabili sull’iperboloide rotondo.
Medesimamente, per provare che la superficie definita dalla
seconda terna (6) ¢ applicabile pure sopra un iperboloide rotondo,
si osservi che, salvo a cambiare il nome del parametro v, la super-
22
ficie dipende solo dai valori dei rapporti i ~I—I talmente che, po-

nendo : -

D
H—,ﬁ, H (s

se si sostituiscono B, C?, H coi numeri proporzionali %H,, vH,, H,
ordinatamente, H, essendo scelto in modo che sia:

ﬁg - 4H,*( =0,

la superficie R,, definita dalla seconda delle terne (6), non cam-
biera, mentre la prima terma (6) definird una superficie R’,.
Ma per la coppia R',, B, & ancora:
3H,>2 '
p— Il _AH.y—0
p ( H, 17 5
vioé la corrispondente congruenza W,, & di nuovo normale e quindi
le due falde (in particolare la R, definita dalla seconda terna (€))
sono applicabili su un iperboloide rotondo.

4. Detti P(x. y, 2). P(ic, 9, z) i punti generici sulle due falde R,
R,, per integrazione deducesi dalle (6): ,

o B v 4BC*sen
\ &= (Hu+v)Hsen -+ 2B cos u, \ T H(Hu + v)’
B 4BC*
/ y:—(Hu+v) Feosu +2Bsenw, - y= lelclucfg’
B Eu ’ - 4B®
VEET \ z~"-H»“+H(Hu+@)

Se da ciascuna di queste terne di formule si eliminano i pa-
rametri u, v delle asmtotlche, traggonsi le equazxom di R,, R, ordi-
natamente :

H?2

2 H?z 2B,
xCOST ysen B2—..1

2
2

x4y Bz(z B t ;’\)2
=2 — Farctg L ).
C‘ H2 y/
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Da queste eqn_a_mzioni pud ancora dimostrarsi direttamente 1’ ap-
plicabilita di B,, R, sull’iperboloide rotondo. Lasciamo al lettore
di verificare che 1’iperbole meridiana dell’iperboloide su cui ¢ ap-
plicabile R, ha per equazione:

x? 2®
BB =L
H*

"mentre quella dell’iperboloide su cui & applicabile R, ha come
equazione:

B x? #? 1
R R T
2{ . —— L

B (40"1{'{) H!

ovvero, facendo comparire il parametro medio p:

m! 2'.'
SerNT T — |
NS

J‘“("’40! [

Per p==0 i due profili meridiani, come & naturale. coincidono:
anzi. se in quanto precede si da a p tale valore, si ritrovano. per
nuova via. alcuni risultati che ho fatto conoscers da tempo ')

) Ctre. P Torrorict, Sulla deformazione  dell’ iperboloide rotondo ad
annt frdda. |- Boltettino della 1. M. b0 Anno VI, n. 2, (1927)].



