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Le congruenze Wao a parametro medio costante.

Nota di Pietro Tortorici (a Palermo).

Sunto. - In questa nota VA., facendo uso di alcune sue formule generali, 
costruisce la classe completa delle congruenze Wab a parametro medio 
costante, cioè la classe di quelle congruenze W a parametro medio 
costante ammettenti, come falde della superfìcie focale, due rigate gobbe 
di cui una sola a piano direttore.

È notevole il fatto che ciascuna delle falde focali è, in ogni caso, 
deformabile in un iperboloide rotondo.

1. È noto che se si indicano con rh Ç i coseni nor
malizzati della direzione della normale alle falde focali di una 
congruenza rettilinea W in punti corrispondenti e, con le nota
zioni usuali, si pone :

p . p'

K e K designando le curvature totali delle due falde focali si ha:

,SU = ^pp,

7 essendo l’angolo dei piani focali per il raggio generico della 
congruenza.
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Se, su ogni raggio, d è la distanza dei punti limiti e 3 quella 
dei fuochi, si ha ancora:

d2 — op, ' 3* -= pp sen* <r,

e però :

=AZ pp cos <7 = SHE.

Alla espressione \ d'2—o2 il Bianchi ha dato il nome di para
metro medio della congruenza e, in una sua Memoria, il compianto 
Maestro trattò ampiamente delle congruenze W a parametro medio 
costante (r).

Scopo di questa Nota è di mostrare come, adoperando alcune 
mie formule generali, si possa determinare, in termini finiti, la classe 
completa delle congruenze Wab a parametro medio costante, vale 
a dire la classe completa delle congruenze W a parametro medio 
costante ammettenti ciascuna, come falde focali, due superficie 
rigate Ra, Rb di cui la prima (soltanto) a piano direttore.

Son da rilevare, in questa ricerca, i risultati notevoli e la 
semplicità dei mezzi analitici adoperati per stabilirli.

2. Se R„, Rb sono le falde focali di una congruenza Wab gene
rica, per i coseni direttori normalizzati delle loro normali in punti 
corrispondenti può porsi (2):

. 2 FM
l ’ ü\u) U(u) ■}(«)’

(1) ' n = ?2(u) •+- ; r _ _ 2*>)
i U‘(u) U(u) +- ’

\
f — 2

U'(U) Ü(U) 4-

u, v designando i parametri delle asintotiche, essendo cp2, cp3 tre 
funzioni arbitrarie di u; fc2, fc3 tre costanti arbitrarie; una, 
funzione arbitraria di v, e avendo posto :

(2) F/(u) = Uf(u) — k, U'(u) U(u), (i ~ 1, 2, 3).

(*) Cfr. L. Bianchi, Le congruenze rettilinee W a* parametro medio 
costante. [« Annali di Matematica pura ed applicata », serie III, t. XXII 
1914), pp. 263-324].

(•) Cfr. P, Tortorici, Alcune osservazioni analitiche sulle congruenze 
rettilinee W aderenti a due superficie rigate. [« Mathematische Zeitschrift », 
Band 10, Heft 3-4, 1921].
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La funzione trasformatrice Mn, u), secondo la teoria metrica 
classica, ha per espressione:

_R(u, v) = U(u) 4- '-p(f I,

U(u) designando pure una funzione arbitraria.
Affinchè la congruenza Wrtò, costruita nel modo pili generale 

alla maniera ora ricordata, sia a parametro medio costante, occorre 
e basta si abbia:

(p> 0) 

p designando appunto il valore costante del parametro medio.
Tenute presenti le espressioni avanti riportate, questa ultima 

condizione serivesi:

1 '> 2'5
S^F,’ - l:^ SkJ\’ - Sk,Ft ^p

ossia, riducendo a forma intera ed ordinando rispetto alle potenze 
di 5:

-5-67/, A&hFi -+• u' SkiFi — 2 L— SkxF, — p Z/'J -t-
4-[(/-Sc&jF/ — 2U'-SyìFì —pUlJ] — 0.

Quest'ultima, essendo la funzione 3>(tq arbitraria, implica le 
altre tre identità :

|3> 1 SktFi — 2U'-SklFì — pUl-' — tì
' U.S^-ZU'-S^o

elio, dunque, esprimono, da sole, le condizioni necessarie e suffi
cienti affinchè la congruenza U-nb sia a parametro medio costante.

E possibile trasformare le condizioni (3) in altre equivalenti 
involgenti soltanto le funzioni ■ k\. p jj

Moltiplicando la seconda delle (3) per U e sottraendo dalla 
terza, (ricordando, che è sempre 0). deduces! intanto:

F-Sk^-S^-o
od essendo, por lo (2):

F/ "
<-') ?•■ = 7>' K-C «—L, 2, 3),

questa serivesi semplicemente:

SF.F/ = o,

mentre l'ultima delle (3) diventa:

SF^-r'^Sk^- t-P1=:0.
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In definitiva, dunque, le condizioni (necessarie e sufficienti) 
sono le seguenti :

. / SfcjFj' = 0,
(4) SW = 0.

' S-F/2 — C"’[2Sfc12*’1 4- j/] = 0.

Senza restrizione, assumendo a piano direttore della falda
il piano

2 = 0.
può supporsi che sia :

k, = k. = 0. k3 = 1

ed allora le (4) scrivonsi:

/ = 0,
(5) ^' + ^,' = 0.

î —2LT,2F3—prz’==0.

Denotando, quindi, con C una costante, porremo intanto:

F9 = 2 O'.
La condizione

F.F^ +F*E\' = 0.
può scriversi:

J? Ft2 =z B,

B essendo un' altra costante positiva, e a questa ultima uguaglianza 
poi si soddisfa, nel modo più generale, ponendo

Fl = B sen X(u), F2~ — B cos X(u)

X(h) denotando una funzione per ora arbitraria. Se ne deduce:

F^-^F'^B^iyu).

e, poiché ora l'ultima delle (5) dà:

B* 
ü ~ ÏW + p 

può assumersi :
B

L — -—====== kf'îi),
V4C2 -+■ p

potendo ritenere nulla la costante additiva di integrazione, ciò che 
equivale ad alterare, per una costante additiva, la funzione 
che comparisce nella espressione. della funzione trasformatrice, 
alterazione che non ha alcun effetto in questa ricerca.



26 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Ma, di più, cambiando il parametro u delle asintotiche pub 
ritenersi

X('w) =
e così si ha infine:

F1 — B sen u, Fz~—B cos u, F3 = 2C2;
U = à,

avendo posto:

Dalle (2') segue allora:

B B
?1 = Tf C0S U, ?2 = TJ Sen ?z = HU.

Ponendo, come pure è lecito:

■'xi(r) —

le espressioni dei coseni normalizzati (1) delle normali alle due 
falde sono dunque:

* == COS

B7) — sen n, 
zi

'( — Hu -H t’,

2B sen u
Hu -e v

B 2B cos u= tt sen u e -----— >H Hu -+- v 
40-

Hu 4- v1

e integrando, secondo formule note, da queste deduconsi, in termini 
Finiti, le equazioni delle due falde K„, Rb.

3. Si osservi subito che:
Le due superficie focali Ra, Rb sono, ciascuna, applicabili su tin 

iperboloide rotondo ad una falda (non necessariamente lo stesso per 
le due superficie)

Invero, fissate nella prima terna delle (6) ad arbitrio le co
stanti B. 27, si scelga quindi la costante C'2 in modo che sia

Siccome dalle formule precedenti, con tali determinazioni delle 
(‘ostanti, traesi:

- _ B*
p = SU = jp — 4C2 = 0,

so ne conclude che la corrispondente congruenza Wab è normale 
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e però le sue falde focali (in particolare la Ba definita dalla prima 
terna delle (6)) sono applicabili sull’iperboloide rotondo.

Medesimamente, per provare che la superficie definita dalla 
seconda terna (6) è applicabile pure sopra un iperboloide rotondo, 
si osservi che, salvo a cambiare il nome del parametro v, la super- 

B C*
ficie dipende solo dai valori dei rapporti g, -g. talmente che, po

nendo :
B r C2
ir - ■- ri -

se si sostituiscono B, C2, H coi numeri proporzionali fdETj, y/f,, H\ 
ordinatamente, H1 essendo scelto in modo che sia:

ß2 - = 0,

la superficie Bb, definita dalla seconda delle terne (6), non cam
bierà, mentre la prima terna (6) definirà una superficie B'a.

Ma per la coppia B'a, Bb è ancora :

P = — 4-ffiï = 0,

cioè la corrispondente congruenza Wnb è di nuovo normale e quindi 
le due falde (in particolare la Bb definita dalla seconda terna (6)) 
sono applicabili su un iperboloide rotondo.

4. Detti P(x. y, s). P(jc, i/, z) i punti generici sulle due falde Bn, 
Bb, per integrazione deduces! dalle (6):

ì M— (Hu 4 x B - 4BC~ sen u
- vj sen 14 -+- 2B cos u, i « = — BT ì H(Hu il)'

( y = — (Hu 4- . B ' - 4BC2 cos
^cos u-e 2Bsen 14, 'H ’ 1 H(BÌ4 4- t?)’

1 B*.
1 z——Hìu,

/ - B2 4B2

Se da ciascuna di queste terne di formule si eliminano i pa
rametri 14, v delle asintotiche, traggonsi le equazioni di Ba, Bb ordi
natamente:

H2z H*z x cos — y sen 2B,
JD Jd

b1 /- L- « y 
7? r - ff«arc tg J •
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Da queste equazioni può ancora dimostrarsi direttamente F ap
plicabilità di Raì Bb sulF iperboloide rotondo. Lasciamo al lettore 
di verificare che l’iperbole meridiana dell’iperboloide su cui è ap
plicabile Ra ha per equazione:

x2 z2
4Zr BÏ =

H4

ovvero, facendo comparire il parametro medio p:

mentre quella dell’ iperboloide su 
equazione :

cui è applicabile Bb ha come

X2
4B2( H —X 

\4C*H*I

B* ~~ 1 

re

f'4 C2+ ri2 B4 
\ 40* / 7/4

Per p —0 i due profili meridiani, come è naturale, coincidono: 
anzi, se in quanto precede si dà a p tale valore, si ritrovano, per 
nuova via. alcuni risultati che ho fatto conoscere da tempo Pi.

l'j < Ir. I*. Torturici. Sulla de for inazione dell’iperboloide rotondo ad 
*• tta fidila. I Bollettino della IL Al. I. Armo VI, n. 2, (1927)].


