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18 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Sul moto dei sistemi soggetti a vincoli unilaterali senza attrito, 
esprimibili per mezzo di inequazioni in forma finita.

Nota di Corradino Mineò (a Palermo).

Sunto - Si dimostra che anche nel caso di vincoli espi Unibili per mezzo 
di inequazioni in forma finita la relazione simbolica della Dinamica 
(nella consueta forma) basta alla risoluzione del problema del moto 
ed è perfettamente equivalente al principio della minima costrizione 
di Gauss.

Il Gibbs, nella sua bella e fondamentale Memoria On the fun­
damental formulae of Dinamics (« American Journal of Mathema­
tics pure and applied », Vol. II, 1879), dopo aver dimostrato rigo- 
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resamente l’equivalenza tra la relazione

si) . - [(X- — MiXi fiXi h- ( Yi — nhytityi -+ (Zi — m-zf^z^ <; 0

e la consueta relazione simbolica della Dinamica

(2) Ï [(Xi — m/Xifix; -+- ( Yi — -4- (Zt — < 0.

weli’ipotesi di legami bilaterali (senza attrito), cerca di giustificare 
(con considerazioni originali) l’estensione della (1) al caso di vin­
coli unilaterali rappresentati da relazioni

(3) A^o,..., a<:0 (r- à),

dove i primi membri sono funzioni di ... e del tempo. Secondo 
il Gibbs, là dove la (2) fallisce, nel caso di vincoli (3), la (1) mette 
sempre in grado di assegnare senza ambiguità nel dato istante le 
accelerazioni rr, ... in funzione di n,... e del tempo.

Il Mayer, nel 1899, riprendendo la questione in tutta la sua 
generalità, piova che alla soluzione di essa si può arrivare, par­
tendo dal principio della minima costrizione di Gauss, cioè in 
fondo dalla (1). Egli, in sostanza, mostra con quale procedimento 
bisogna cercare una soluzione, lasciando insoluta la questione del­
l' esistenza effettiva e dell’ unicità della soluzione stessa (*)• L'esi­
stenza e l’unicità della soluzione, fondandosi sul principio della 
minima costrizione, fu subito dopo dimostrata dallo Zermelo (2).

Mi propongo di dimostrare:
1°) che per mezzo della relazione simbolica della Dinamica, 

nella consueta forma (2), si arriva alle stesse conclusioni del Mayer. 
anche nel caso di vincoli unilaterali (3);

2°) che il principio della minima costrizione di Gauss equi­
vale perfettamente alla (2), anche nel caso di vincoli (3);

3°) che la soluzione, quindi, del problema dinamico esiste ed 
è unica.

1. Con fj, fa indico le derivate totali, prima e seconda, rispetto 
al tempo, della funzione 1? 2,..., -*). Si ha, con notazione

(*) Uéber die Aufstellung der Differentialgleichungen der Bewegung für 
die reibungslose Punktsystemen, die Bedingungsungleichungen unterworfen 
sind (« Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig », 1899).

(*) Ueber die Bewegung eines Punkts  ̂Sternes bei Bedingungsungleichun­
gen (« Nachrichten von der König!. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Göttingen », Mathematisch-physikalische Klasse, 1899).
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manifestamente abbreviata :

H)

essendo Fj funzione di x^ x. e del tempo.
Il caso che soltanto importa considerare è càtaramente quello 

in cui nell’istante t considerato i legami siano tutti realizzati per 
posizioni e velocità : cioè si abbia

io> fj = fj = 0 y=i, 2,..., r).

Dalle (3) e (5) segue necessariamente

(61 5^0 (j = 1, 2, .... r).

Oca quei valori cercati di xi verificheranno alcune delle (6) come 
equazioni e le rimanenti come inequazioni ; e poiché non è possi­
bile alcuna previsione a priori, bisogna necessariamente procedere 
per tentativi, per vedere quale dei 2” casi possibili conviene al 
problema. Poniamo, in via ipotetica, che le (6) si scindano nei due 
gruppi
(71 4 = 0. (u — 1, 2, ..., k).
(S| < 0 (v = k -e 1, k 2, ... , r).

Allora da fi, =0. fi, <_ 0 si deduce (supponendo fv funzione 
continua di /):

fiAt a t) - 0,

per un t finito convenientemente piccolo ; dunque i vincoli fv = 0 
sono in procinto di sciogliersi nell’ istante ed è come se non esi­
stessero in quell’ istante. Gli spostamenti virtuali compatibili con 
i legami devono dunque sodisfare soltanto le k relazioni

Sa-- < O (:x=l,2,...,ty

Poiché il segno — nelle (9) porta necessariamente il segno = 
n<dla (2), si conch inde che gl'incogniti devono esser della forma

(10) A,- . S5 - . S/2 , òfk (*)
4 dXi :^2dxf . ' kdXi

(J) Lo Ài« À2,... • ÀÂ sono univocamente determinate dal sistema lineare 
ohe si deduce operando la sostituzione (10) nelle (7) ; giacché il determi­
nante del sistema, come risulta direttamente, è il quadrato d'una matrice 
rettamrolaro »* non si può annullare se non nel caso (da escludere) che le
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Intanto si ha, per le (10):

É n. - É âSa5( + x* S £ x* 2 S8a5i ■

i 1 i—t 1 ì-1 ' r—I

E poiché dalle (9) deve seguire la (2), si deduce subito

111) X^O, X.^0,..., X*^0.

Se le (11) sono verificate e se inoltre i valori di xt tratti dalle 
(10) verificano le (8), allora i valori dati dalle (10) costituiscono una 
soluzione possibile. È questo appunto il risultato del Mayer.

modo che si abbia

(12)

valore assoluto, avremo

(13) 

è anzi un punto

2. Se le predette due condizioni sono sodisfatte, è facile dimo­
strare che tra tutti i valori che (restando invariati e a:,) veri­
ficano le (6) quelli tratti dalle (10) rendono minima la funzione di

(u. = 1, 2. .... L).

Passiamo infatti ai valori x{òse,-, in

—- —Xi

Se i te, sono abbastanza piccoli in 
senz’altro, a cagione delle (8): 

sicché i valori x}- -+- ex* verificano tutte le (6). Intanto
"  n f n

V(Xi -+- tefi — V(xfi — a Za:,. — ... — 2\k V} Za:,- V infix.
1 t—i 1

E per le (11), (12) si deduce

r(xf 4- tefi > r(i<),

salvo che non siano tutti i nulli i Za:^. Dunque x 
di minimo proprio per la funzione di Gauss.

funzioni fg,..., fy siano funzionalmente dipendenti. Indirettamente si 
può anche notare che il determinante in parola è il discriminante della 
forma quadratica (non semidefinita)

LW.nu\ 1 $xì ex fi
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3. Reciprocamente, si cerchi un minimo di r(a?£) sotto le con­
dizioni (6). Anche qui bisogna procedere indirettamente per ten­
tativi. Ammettiamo che nel cercato punto di minimo le (6) si scin­
dano nelle (7) e (8). I valori estremanti di r($e£) sono allora neces­
sariamente della forma (10); ma è facile dimostrare che, affinché 
si tratti effettivamente, di minimo, devono esser verificate le (11) 
e inoltre i valori dati dalle (10) devono verificare le (8). Dunque, 
a ogni punto di minimo di r(#£) o sotto le condizioni (6) corrisponde 
una soluzione possibile del problema dinamico (n. 1). Il che mostra 
V equivalenza del principio di Gauss alla relazione simbolica (2) 
della Dinamica, anche nel caso di vincoli unilaterali (3).

4. Ora la funzione r(a?£) non ammette, nel dominio (6), che un 
sol punto di minimo proprio, che è il suo minimo assoluto, come 
ha dimostrato lo Zermelo : cosa che dipende dall’ essere convesso 
il dominio (6). Ne viene che la soluzione del problema dinamico 
esiste ed è unica.


