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Sull’ autogenerazione delle curve piane.
Nota di N. Abramesco (Cluj - Romania).

Sunto. - Si determina in modo continuo uh punto qualunque di una curva 
con Valuto di un numero dato di punti e di un parametro variabile 
reale. Per le coniche si ottengono dei punti discreti con Valuto di tre 
punti dati e di una operazione funzionale.

1. Una curva algebrica piana essendo determinata da un nu
mero dato di punti, esporremo un metodo per trovare in modo 
continuo la posizione di un punto qualunque della curva con 
l’aiuto di questi punti e di un parametro variabile reale; in una 
parola di trovare l’equazione autogeneratrice della curva.

1°) Per una retta determinata dai punti (x1? (#t, un
punto qualunque è dato dall’espressione
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indipendente dall’ origine degli assi, a essendo un parametro varia
bile reale.

2°) per un cerchio, consideriamo la retta definita dai punti 
Sj. z2 di cui l’equazione autogeneratrice è

z. < xz,
(1) Z = z^X + iY,

e facciamo la trasformazione zZ = 1, z~x-\-iy. Il punto z descri
verà un cerchio passante per l’origine e per i punti zl7 z2 trasfor

mati dei punti Z17 Z2. Sostituendo in (1) Z con si ottiene

?! ZJ? = à ?!

Prendiamo un’ origine arbitraria, o ciò che torna lo stesso, 
sostituiamo z con z — s0, z0 essendo la posizione della antica ori
gine in rapporto alla nuova; l’equazione autogeneratrice del cerchio 
definito dai punti z0, z17 z2 è

’ 2, - s _ __ g,(g, — g0) -4- >s,<s, — g0)
I “■ I ----A 7 Z  > / x ,Z — S* Z2 Zy ’ ^2 — «Ö-+- X(^ — So)

À essendo parametro variabile reale.
3°) Consideriamo una curva (C) semplicemente connessa. Si 

può con l’aiuto di una rappresentazione conforme

(3) e = f(Z), Z = ç(s),
fare corrispondere ad ogni punto z della curva (C) del piano z, un 
punto Z del cerchio (y) di raggio K nel piano Z, e reciprocamente. 
Ora, noi abbiamo visto che un punto Z del cerchio (y), definito dai 
punti Zj, Zz, Zz, è dato dalla formula ^2),

Z^Z2-Zo) WZ,Zo)
Z.-Zo + XtZ.-Zo) ’

dove, sostituendo Zo, Zn Z2 colla relazione Z cp(s), si trova 

essendo X un parametro reale variabile e a, ß, y, o funzioni di s0, 
s15 s2, che corrispondono a Zo5 Zn Z2 per mezzo della trasforma
zione (3).

Sostituendo Z in (3), si ottiene
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che è l'equazione autogeneratrice della curva (C). essendo À un 
parametro reale variabile in modo che ad ogni valore di X corri
sponde un punto determinato della curva (C).

Esempi. Nel caso dell* ellisse di fuochi —1. -+-1. si avrà

s — flZ}=^(z-+-^ Z-s(2)=g - \Z\ = R.

Per una ovale di Cassini. \s — 1, \ z + 1 j = cost, si ha in corri
spondenza

s = fw = ~\r^z\ . :z =R^i.
V ~ ' f

2. In luogo di determinare in modo continuo tutti i punti di 
una curva, si possono ottenere punti discreti della curva stessa per 
mezzo di un certo numero di punti della curva, col sussidio di una 
operazione funzionale, come ora mostreremo per le coniche.

1°) Dati tre punti Jf0. M1, Mz e 1* operazione funzionale che 
consiste : nel condurre per Mo una parallela d/od/3 a e tre 
volte maggiore, M^M3 ~ : poi. da una parallela MlM4 a
M2M3 e tre volte maggiore. M1M4==3M2M3. Mostreremo che i punti 
così ottenuti si trovano su una parabola. Infatti, siano a. b i punti 
che dividono M^M3 in tre parti uguali. M^a — ab -- bM3 ; così pure, 
b. c i punti che dividono MXM4 in tre parti uguali. MJ) —■ bc = cM4, 
Per i punti lf0. M4. M2. Jf3 passa una parabola in cui. essendo 
inscritte le corde parallele MJVL,. la direzione asintotica
della parabola è mn. congiungente dei punti di mezzo w ed v 
delle corde M^M3. che sono i punti di mezzo di ed ab.
Per My. Jf2, M3. M4 passa un'altra parabola avente per direzione 
asintotica pq, essendo p e q i punti di mezzo di M2M3. M4M4 o 
punti di mezzo di M.ZM3. bc. Ora mn e pq sono parallele come 
parallele a bM» : dunque le direzioni asintotiche di queste due 
parabole sono le stesse. Le parabole MhMt4M2M3. MÌM2M3M4 avendo 
tre punti in comune e la stessa direzione asintotica, devono coin
cidere. Talché il luogo dei punti M4. M-..... è la parabola che 
passa per i punti Jf0? Mlf M3.

2°) Supponiamo analogamente che si diano tre punti Mo. Mx. 
che per Mï si conduca la parallela a e che MQM3 —

(nel caso precedente. k = 3) (x). Operando nello stesso modo con M*. 
si ottiene M4. M1M4^k>MlM3ì ecc. Prendiamo, su MQM3. M^h = 
— cM3 = Jf2, su M4M4, M4c = eM4 == MtM3: siano m il punto di

■ (\l Perchè la figura riesca, conviene prendere per un momento 
M^T3>3M^L>.
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mezzo di n quello di bc. p quello di q quello di ce.  
Si ha bc = MoM3 - 22I3I, = (k ~ 2)M3L ; ce = (k - 2)M^MS.

Le lette 6Jf,, n\n, cJJT2, qp. e2Iz concorrono in uno stesso punto 0.
\ ne cq cO k — 2 „ n .

poiché ±= —-— = cost. Consideriamo la conica

che passa per i punti df0, Jf1? Mif Jf3, df4, si vede che MQM3, 
2131% da una parte, e MYM4, M2M3 dall’altra, sono corde parallele 
di questa conica, e quindi i diametri mn, pq di essa si incontrano 
nel centro 0 della conica. Costruendo nello stesso modo il punto 
si vede che la conica 4 coincide colla conica dedi
co in e avente lo stesso centro e quattro punti comuni. Il luogo dei 
punti così costruiti è dunque una conica, iperbole se il centro 0

è esterno alla curva d/0dAdLdOL. H^r > 1. - > 1, k > 3 ; el-
1/34 m JI2 1

lisse, il centro 0 interno, k < 3 ; parabola (centro 0 all’ infinito) 
se k — 3.

3°) Indicando con z — x iy 1' affisso del punto 21. si possono 
ottenere i punti discreti di una conica, dati i tre punti s0, zl, z2 
p l’operazione funzionale (’)

3 4-2 d/ ,d/ — k • 2f}ìA_121 jl+i , (H --  0, 1, 2, ...) 

si ottiene una ellisse se è k <z 3, un* iperbole se è k > 3 e una 
parabola se è k — 3.

Dati dunque tre punti Jf0, dl1? dl2 e l’operazione funzionale 
che consiste nel condurre per df0 una parallela per MQM2 a df1df2, 
k volte maggiore, dlodf3 =k-2131z per Jfj. 2IÌM4 — k• ilf2df3, ecc., i 
punti dl'z, Jf4, ... sono^^jt-di una conica, ellisse, iperbole o parabola 
secondo che è k <z3, k z> 3 o k~ 3.

(9 Dedotta da un corso del prof. D. Pompeiu, Differenze e Differen
ziali, tenuto nella Università di Cluj.


