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PICCOLE NOTE . ' . 8301

Sull’ integrazione dell’ eq‘uaizione differenziale
- Y+ Py Q=0

Nota di ARMANDO CHIELLINI (a Cagliari).

Sunto, - I’ Autore defermina in questo lavoro un caso abbastanza generale .

* di integrazione déll equazione differenziale y' + Py*+- Qy3 =0 e mo-

stra come in esso siano cowtenuti alcuni casi elementam preoedentemente
considerati da altri e dall Autore stesso

-

“1. In un vecchio numero-di una r1v1sta ‘matematica- spagnola (),
si proponeva di mtegrare I’ equazione differenziale .

a B Y+ Py +Qy' =0 L

" con P, @ funz}om date di «, flmte, contmue e denvablh, soddi--
sfacenti-alla condlzlone

P/Q PQI — Qﬂ
dove gli apiei sono indice di ‘derivazione.

Non credo privo di interesse mostrare come questo ‘caso. ed
altri, che anch’io ero rlusclto a trovare volta per volta, rientrine
come casi particolari in. quello abbastanza ‘generale che mj pro-
pongo appunto di esporre.

4

* « Rewsta de la Sociedad Matematlca Espanola », anno IV,n. 87 (1915).
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Eseguiamo a questo scopo nella (1) la sostituzione

2) . Y=22 +a, .

con z opportuna funzione della x, ed avremo

B 2z 4 022 4+ (B0 + Pt 4 (30xF + 2P + o)z -+
- 4 (@ 4 P - a') == 0

od osrerviamo che se in questa i varii coefficienti delle potenze
di z differissero tra loro per fattori eostallti; la (3) si ridurrebbe
immediatamente a variabili separate. Infattl se esistessero tré nu-
meri m. p. g per cui fosse

o 3Qx3 + Px? = ntQ=? \
14 30 + 2F 2* - 2" = nQx?
' QxF + Px? 4o = pQr®

la {3) si ridurrebbe senz' altro all’altra

-

d
h] ‘ e Qutdi = 0

2+ mz + nzp
che appunto & un'equazione a variabili separate. -
Prendianto allora in esame le equazioni di coendizione (4); ri-
sulta facilmente che tra m, %, p deve passare un legame; infatti
sottraendo membro a membro le ultime due otteniamo

20%3 4 Po¥ == (0 — p)Qa?

‘che confrontata con la prima ci da la condlzwne n—p+1=m,
cinié :
. p=n+1—m

s ¢ o
- Supposta allora verificato cid, le (4) si riducono-alle seguenti
, ; 3Qd + P = mQu
6) 3Q0d + 2Px? 4+ o’ —-nQ«'

ricavando » dalla prima si ha
| N
T (m—3)Q°

da'cui,deri‘vlan_dqf o sostituendo nella seconda dellé (6), otteniamo

n—2m-+3

P'Q—PQ =" g5

P3

dove m, i sono costanti” arbitrarie.



PICCOLE NOTE ' . 303

Concludendo possiamo guindi enunciare il risultato:
)" equazione differenziale

Y+ Py QP =0,

el cuso che tra P e Q inlerceda la relazione

v T , R —2m+3 .
(D ~ PQJ—PQ~f(—”,—_3—)g"P,
si integra con la so‘sfituzimz»e

o - Pz+1)

riducendosi all’ equazione differenziale a variabili separate

o dz Pidx
Pamaan2n—m+ 1 (m—3)0Q

{0
dore m, n sono costanti.

Osservando poi Videntita
TBArmtrnz+n—m+ 1=+ 1)@ +m—1+n—m+1),
possinmo anche scrivere la (7) sotto la forma pilt semplice

dz 2 —m — 2)dz _2m—38-—n Pdx
vz v m-tgrn—m+1  (m—3F @

()
nella guale la quadratura del primo membro & immediata.

2. Risultati del tutto analoghi si ottengono con la sostituzione
y: zzv - ;,, J .

come risulta dal seguente enuneciato:
. L’ equazione differenziale

Yy + Py* + Qy* =0,
nel caso che tra P e Q interceda la relazione
‘ K n+2m+3
4 L A — 3
() PQ—-PQ =" e P'()
8 pud integrare con la sostituzione

Pe—1)

) Y= 50"

(!) Sostanzialmente identica alla (I).
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riducendosi all’ equazione differenziale a variabili separate

dz - Ptda

® B emsrng—m—n—1" (m+ 30— =0

con m. n costanti.
Osservando poi I’identita

2B e e g — o —— 1= (2 — I = - g+ e+ - 1),

possiamo anche serivere la (8) softo la forma: pint semplice
v

dz 2+m +2)de ' o Cw By Pide

2—1 24+(m+e+m+n+1"  (m+ B 7

OSSERVAZIONE. — In altre parole, da c¢id che precede possiamo
dire che I’ equazlone differenziale (1) si sa integrare senz dltro N6
I espressione oo
' PQ—PQ
differisce da P3? per un fattore costante, che possiamo  indicare
con K. Alloia poi, se mettiamo K sotto una delle due forme

n4+-3—2m . -+ 3+ 2m
(m — 3y ° (m -+ 3)*

‘(].II) .

1a sostituzione necessaria per I'integrazione & l-appresentdf.t dalla
(IT) o dalla (IL,)).

Osserviamo inoltre che le (III). si possono ottenere in infiniti
“modi: possiamo per esempio scrivere; a seconda dei casi

n=K(m —8)*+ 2 — 3
{1 = K(m + 3 ~ 2m — 3
: RN :
¢ scelto m (purche diverso da 3 o —3), determinare, # in conse-
guenza ' : ’
\Totlamo infine che risolvendo la (I) o (I,) mspetto a 0 oppure
nepetto a P, otteniamo rispettivamente Lo v

Q]/vo&t — )]\J o |

(11,)

- . 1
Q:,-P}K’Pdm v cost %, 5

3. Facciamo ancora le seguenti: considerazioni dij carattere ge- -
neralev Dato 1 equazione differenziale (1), resta pienamente deter-
minata . la costante K (quando maturalmente questa esiste), ed allora
¢i possiamo proporre di vedere come vadano fissate le quantity m, »,
tanto nel primo che nel secondo caso, affinche risulti per essi lo
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stesso a. Indxcando con m, n e yn, v le costantl per i due cam,
avremo le formule

P . P
@ o T
n_..K(m—3)’+2m 3 v=K( +38)>— 21 —3

e quindi senz’ altro '
p=m—6, v=Km—3)—2m+9=n—dm+9.

Oppin'é possiamo proporci di ricercare quali valori si debbano
" dare a y, affinché risulti v=mn; oltre il caso evidente di p—=—m

(con cui risulta x=—«) si ottiene
2 6 = "1 + $m — 6n
SR TV AT T om
per cui » ’
- (n + 3 — 2m)P
T (im—3)n—3)Q°

'

4. Bsaminiamo ora alcuni casi particolari notevoli:

@) La risoluzione proposta nella citata rivista spaghola, cor:
risponde al caso di K =1; introducendo gquesto valore nelle (ITI,)
e facendo m rispettivamente uguale ad 1 ¢ a — 2, otteniamo =1, 2 -
e quindi: k ) o

1’ equazione differenziale

Y + Py + Q= 0
se tra Pe Q esmte la relazione
P’Q P =P
~ si pud mtegra.re con I’ una o1’ altra delle sostltuzlom

Pz +1 - Pg—1
ygu‘gq),y (Q )
' ‘ridﬁcendosi riépettivamenté all’uno o all’ajtra délle due eqilazioni

: differenziali

w

dz_ = (1—2)de " Px
Fwl 1+ o 3g
z+1 2—z+1" 7@
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i-eni integrali generali sono

1+ a)’ Darcte z = Pdx .
log T—— ~+ 2arctg 2 —j‘“—»— —+ CO‘f
r—1 V3 22— 1 - "Prdu '
oo —_— ey 5 et - = —“ -+ COSt
"Vel—z+1 4 M & \3 J @

: 2 . ‘
b) Faceiamo il- caso di K=g ¢ dim =0: le (II1)) c¢i danno
#=--1e quindi I equazione differenziale:

-+ Pyt - Qf =0,

se tra P ¢ @ esiste la relazione

')PE

¥ o
re PO 9

-2

si pud integrare con "una o 'altra delle due sostituzioni

Pe+1)  Pl-—1)
%Q s Y= 3Q

Y=

. . A
riducendosi all’una o all’altra delle due equazioni differenziali

d‘% (2 — 2)dz g Pdx
o PEa it e
h i dz 2+2jdz 2 Pldx
Lz —1 " z(z+1)v_~9 0
il cui mtegrale generale comune & ™ C '
. e Pide R
log T‘f'ﬂzk‘ ..._~.  qj =-- -+-cost (%).
Osgerviamo inoltre che le (9) si possono ridurre anche alla se-
(3 Cid @ naturale in guanto, c cambiando £ in — 2, le (9) si cambiano

I'una nell’altra e I’ ihtegrale contiene solo 22, In generale si passa ‘dalla 7).

relativa alla sostituzione {II), alla (8), relativa alla sbstituzione 11, ) con il
camblamento di funzione .
m—3

z-4- 1--~m+%(§-—1)

pel m ==0, si ha appuntb 2= — . ¢
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.

guente equazione di BERNOUILLI:

23 2
FR o z’+1;5‘ 1;;’ 0()

¢) Il caso di K=—0 non ha 1mportan}za in quanto, con questa
ipotesi, gia I’ equazione (1) di partenza & a variabili separate; infatti,
poiche si ha - ‘
' d (P PQ— PQ
dx (Q) Q* ’
. d (P . e
risulta iz (Q): 0, ciod P =h@ (con h costante) ed introducerndo
nella (1): ' - t » '
; ‘ Y +hQy+ Q=0 -
-ciod ’
ay

) Y=

(%) La COIIdlZlOlle PQ—PQ — 2—1—)— lavevo anche ‘trovata cercando di

integmre la (1) mediante la- sostltuzmne y—z+o e riconducendo poi
1'equazione trasformata ad una di BeErNouiLrLi. E anzi stato questo il fatto
che mi fece sospettare la possibilitd di risolvere la (1), tutte le volte che -
I o~ple<51ono P'Q— PQ' differisce da P3 per un fattore costante.



