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PICCOLE NOTE ‘ 297

Sopra un’equazione funzionale di ordime infinito.

Nota di Sipvio CiNqQUINI (a Pisa).

Sunto. - I risultati ottenuti, seguendo il melodo stabilito dal prof. Pix-
CUERLE nella Memoria Sopra alcuni nuclei analitici, nella mia prece-
dente Nota Sopra un’egquazione tunzionale si possono estendere, sotto
opportune condizioni, ad un’ operazione integrale analitica, che ha come
caso particolare quella da wme gic considerata. Se ne deduce la risolu-
zione i un’equazione funzumale di ordine infinito.

In una Nota precedente (') ho dlmostrato che assumendo come
nucleo U Pspresswne

o A
1 ST . I TR Y NE Y
@ B X B
si da origine, sotto ‘opportune ipotesi, ad un’operazione intégrale
analitica ncrmale, del tipo stesso di quelle-gid considerate (3 dal

i!) 8. CinQuiNI, Sopra un’equazione funzionale. « Bollettino della Unione °
Matematica Italiana'», 1930, n. 2, pag. 63. N .

® 8. PINLHERLE, Sopra alcuni nuclei analitici. « Rendiconti della
R. Accademia delle Scienze di Bologna - Classe di Scxenze Fisiche », 1915186,
vol. XX.
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prof. 8. PINCHERLE, ¢ per la quale sono \'nli(lli tutti i‘risultuti
stabiliti dallo stesso Aufore per tali operazioni,

In un vecente Articolo (%) il xig. R. Bapescr, basandosi invece
su risaltati relativi al problema dell’ iterazione (*) (dovuti ai ~igg.
Fartou e Juria) considern un t'ipo di nuclei pitt generali di (1)
perd composti di un numervo finito di termini e si propone infine
di rvitornare sull’ argomento per studiare il caso di nuclei rappre-
sentati da serie uniformemente convergenti. '

Avendo notuto che-il metodo del. prof. PINCHERLE e le mie
ulteriori ricerche hanno interessato il sig: BApEscU. mi propongo
di far vedere che, basandosi sul metodo stesso. da me giiv seguito
nella mia precedente nota. tutti i risultati contenuti in questa
pessono estendersi, sotto opportune condizioni, al caso in cui il
nucleo sia costituito da un’ espressione del fipo (1), in eui figurino
perd infiniti termini.

1. Considero I' espressione

{2) S mAe)
ey — B
ove
re) = I @, th=0..1, 2,..)
N TR ) ‘

~
Ba) = X b,
81

sono-serie di potenze aventi un raggio P comune di convergenza: &
tyyF0: 0<|bl<1: o

od inoltre esiste un numervo R positivo minore di P, tale che in-

dicato con M, il massimo modulo di z,(x) sulla circonferenza (R)

risulta ‘

R l‘L L ‘
lim VM, < Rl —|b ) (3. .

() R. Bapescu, Sull’ equazione di Fredholm nel canipo complesso, « Bol-
lottino del’ Unione Matematica Italiana », 19381, n. 4, pag. 217.

{*) Devo soggiungere che anche nella Memoria citata in (3, (vedasi-i
nn. 8, 9, 10) il prof. PiNCHERLE ha stabilito interessanti. risultati. riguar
danti I'argomento che si tratta, per mezzo dell’ iterazione. ‘

%) Queste condizioni, -p. es., sono soddisfatie se &

hind 5
Y ¢ .
@) = 3 @ g
8.

con a1, qualungue sin b,.
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Sotto queste zpoteso, suppostz 4. piani-sfera delle due var iabili x
e y sodrapposti, si puo determinare una corona circolaie tale, che
comunque presi in essa x ey, U espressione (2) definisce una fun-
zione K(x, y) analitica regolare delle due variabili x e y, e questu
fcmmone, assunta come nucleo, da origine ad wuw operazwne inte-
“grale analitica regolare normale. *

Infatti, se m & il massimo modulo di 8(x) in (R), per il teorema
del valor maggiorante risulta 7 ,

2
o) | < B+ g™

Scelto allora un numero b compreso fra b, | e 1 e tale inoltre

ehe sin

— n __
lim VM, Bl —b)

si soddlsferh alla condizione

,G(x)[<b|x[
per
L RG—[b) -
i m+@O®—[b DR "

r : v
Preso un numero positivo r < § R @ un numero 7, < v in modo

' (‘he sia

\"/

- @) R, r<r,

» dlpo che .7 S la corona clrcolare rlehlesta

Entro, tale corona’ circolare Pespressmne {2) & uniformemente
convergente; infatti, considerati gh x e y appartenente ad (r,, r), ri
sulta per la {3) i :

@ . |@(“’H<,bv]='6|‘<bri<r,,.

onde, considerata la serie dei moduli della (2), si ha pep 11 toorema
del valor magglora,nte :

: 'Go‘ 2 'a"HwIs’ V“ EM,’lxl
‘1'1(;”)! 8 o=n R‘
LIJ g(x)ln-ﬂ< Znyl_b x‘l],,+l<z

#=0 n=0 n=0 (1‘, b" )"'H

00 .
n=0

M % st ‘13
(rl — br)"+*(1 - ——~) v #z0 R"(r, - br)"“(l — %)
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Considerato il termine generale di quest’ ultima serie nmg,gm-
rante 'si ha per la (3) '

”

M, hm.M" . f1
R(r — br)
0 {20 ni —_
R, — by) 1(1 R)

lim

per il teorema di CavcHY-HADAMARD r & il raggio di convergenza
della_serie maggiorante. e quindi « a fortlom » la (2) risulta uni-
tornwmmlto convergerite in (r,, »). . -
Ri osservi ora che 1'espressione (2). pub seriversi in (r), r){cfr.
1 dell’ altra mia nota) :

. ~

/'lp—i n¥1 . - *

2 (%) 2(;1 !—p)[l) Pt - dy gt 4 dy, p02x7’+~+7.....].
pb

n

=iccome per @ preso in (). )) anche le 1,,(.r) SONO0 umformemente

convergenti, i prodotti z,,(.z)z... possone eseguirsi termine a ter
=0

wine e la serie di serie (-osf (;ttenuta, e della quale & gia provata
I'uniforme convergenza. pud ordinarvsi in un’unica serie che &
ancora uniformemente convemente per tutte le coppie x. 1/ prese
entro (ry. 7). - »

Resta cosl provuto che l'espressione (2) definisce nella corona
¢ireolave (. #) una funzione analitica regolare K{x, g). il cui svi-
luppo in serie ¢ ‘ »

o
o~ ;[ p ( )1).""&.,,.] + Coyi12 4+ Gy yy2i® 4 e
- - n=0 a |
D) Kz ) = 2 Tz
vl ) ) .

Risulta inoltve dall’ esistenza della-covona (r,, ») ¢he 1’ opera-
zione integrale analitiea’ definith dalla funzione K & regolare, e,
dalla forma dello, sviluppo in serie (5). che & anche normale.

Il teoremm enunciato & quindi completamente provato.

2.  Assunta la funzione (2) come nucleo in base al teorema pre-
cedente valgono per essa tutti i risultati stabiliti dal prof. Pin-
CHERLE per i nuclei analitici 1-egolar1 uormah (°) (viassunti nel n. 2 -

dell’ altra mia nota) e in particolare i~ tre teoremi di FREDHOLML
1 \'ﬂlOl‘l cari \tterlshm sono dati- dnlla successwnp ' )
1 e . ‘
ENO ‘V—O 1,2 2, .w).
= ( )blv—"a'nn
n=0\" .

1% Vedasi luwoge; v

b“in (%), nn. 1.6,
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3. Le oonsldelazlom dex numeri precedenti permettono (cfr n 3
dell’ altra mia nota) di ncondurre lo studio dell’ equazione funzio:
nale di ordine infinito

< w)—%ZJ “‘“” ‘“’[ﬁ(w)] =@
(m cui le « (=0, 1, 2,.. )e{3 sono le funzlom indicate al n. 1;
" f & una funzione analitica’ regolare per =0, e ¢ & funzwne in-
- eogmta.) a quello dell’ equazione mtegrale lineare - :

o) — g1 [ Kz ekl = @)

, S ,

. dove (I) & una curva regolare semplice,»éhiusa, tutta -contenuta

nella corona circolare (r,, 1) e comprendente nel suo interno il
cerchio (r,).



