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Riflessioni intormo ad aleune applicazioni del postulato della
scelta di E. Zermelo ¢ del principio di approssimazione
di B. Levi nella teoria degli aggregati.

" Nota di T. VioLa (a Bologna).

Sunto. - 8i esaminano alcuni esempi della teoria degli aggregah di punti ‘
della scala, lineare alla luce del plmclpm di approssimazione di B. LEvr.

Il prof. B. LEVI, in un arti_colo pubblicato in « Sci'itti mate-
matici offerti ad Enrico D’Ovidio » (Torino, Bocea, 1918) sotto il
titolo Riflessioni sopra alcuni principi della teoria degli aggregati
e delle funzioni [1] e in uno successivo pubblicato nei « Mathema-
tische Annalen » (Band 90, Heft 3.4, 1923), sotto il titolo Sué pro-
cedimenti tramsfiniti [2], ha enunciato un <« Principio d’ approssi-
m&zéonei con lo scopo di regolarizzare parecchie dlmostrazmm
dell’ amhsl ordinaria nelle quali si fa uso, pid o meéno palese,
del postulato della scelta di E. ZERMELO.

~ 11 Levi comincia con Kosservare () che « in ogm ‘teoria mate-
« matica si suppongono taluni aggregali, per ciascuno dei quali si

() [2] pag. 165, [1] pag. 805.
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« postula la possibilita di sceghere (fissare) arbitrariamente un ele-
< mento, con atto di pensiero non scomponibile o riducibile ad altri
« piie semplici ». Tali aggregati egli chiama « gli aggregati primi
della teoria in questione >; e dice che « essi defnuscono il dominio
deduttivo in cui si svolge quella teoria ».

Ogni dominio deduttive & suscettibile di « amplmme'nto >
« Assegnato per es. un aggregato A, noi possiamo comsiderare
« ’aggregato che ha per elementi aggregati costituiti da un’i.fi-
«nith di elementi di 4 (eventualmente soggetti a determinate re-
« strizioni). Se B & il nuovo aggregato, avverri generalmente che
« gli aggregati-elementi di B non siano fra loro distinguibili, in
« quanto noi conosciamo tali aggregati-elementi solo per la loro
« comune- definizione, senza che ci sia possibile di definirne uno
« mediante scelte arbitrarie (necessariamente in numero finito)
« nell’ aggregato primo A. B pud allora considerarsi come aggre-
« gato primo per un dominio deduttive pi%t ampio di quello ini-
- s zialmente considerato: si pud allora ammettere di fissare (sce-
« gliere, nominare) uno degli elementi di B, con atto unmico di
< pengiero. Cosl le infinite scelte, inammissibili in un dato do-
-« minio deduttivo, si risolvono in un’unica scelta, in un dominio
« deduttivo pit ampio (*) ». - :

- Pin generalmente, sia E un agglegato i cui elementl possano
farsi cormspondem ciascuno ad un sistema infinito di elementi
definibili in Q. Se una funzione f(x) ha per dominjo della z un
subaggregato D di E, essa esiste in un ampliamento del dominio
~deduttivo Q@ (°). Orbene, quale criterio possiamo seguire per giudi-
care della maggiore.o-minore convenienza dell’ ampliamento ? Quali
ragioni valgono a réndersi accettabile I’ esistenza della funzione f(x),
o di singoli valori di essa? Il LEvI risponde enunciando il suo
« Principio d’ approssimazione » o dice che‘i valori di f(x) che vi
" soddisfano appartengono ad un « ampliamento naturale di Q »:

« Sia definita una funzione numerica d(y, z) delle coppie di ele-
< menti (y, z) del dominio F della i(x), e sia d(y, 2)=0 sempre e
« s0lo quando y = z. Supponiamo che a sia un elemento di D tale
« che, prefissato un numero razionale arbitrario 3, fra gli elementi
« dell’ aggregato infinito di elementi definibili in Q che 8i- suppone
« corrigspondere ad-a, se ne possa fissare un nwmero finito n lali
« che, tndicando con a’ e a” due elementi di D qualunque aventi
« come corrispondenti in Q aggregati aventi comumi con quello cor-
'« rispondente ad a i detti n elementi, sia sempre d(i(a’), f(a”))<<3.

%) [2] pag. 166, [1] pag. 308.
) [2] pag. 170.
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« Allora noi consideriamo f(a) come apparienente all’ ampliamenio
« naturale di Q definito dalla funzione d(y, z) (%) ».
Il LEvi dimostra (°) che ogni qualvolta il principio di appros-
' simmazione permette di affermare I esistenza dell’ elementos fla),
(uesto dipende soltanto da un’ mflmta numerabile di scelte arbi-
trurie di elementi nel dominio deduttlvo Q. 11 principio @’ appros-
.simazione pud dunque considerarsi, anche per questa ragione, come
un postulato che domanda.meno & quello dello ZrrMELO; donde
la sua importanza sia per quelli che accettano il postulato di
ZERMELO (perché costituisce uno spezzamento di quest’ ultimo), sia
. pei- quelli che la respingono- (perché enuncia una minor conces-
sione secondo noi accettabile). ‘ )
Nelle considerazioni che seguono rimando, per un’esposizione
* wistematica dei vari esempi d’applicazione del postulato di ZERr-
MELO a W. SIERPINSKI, L’ axiome de M. Zermelo et son réle dans .
la Théorie des Ensembles et 1 Analyse (« Bulletin de 1’ Académie
des Sciences de Cracovie », Aprile-Maggio 1918) [3] e Legons sur
les nombres transfinis (Paus, Gauthler—Vlllars, 1928) [4} (special-
mente il eap. VI), e per alcune ostrazioni a C. CARATHEODORY,
Vorlesungen 1iber reelle Funktionen ,(Leipzig u. Berlin, Teubner
1918) [5].
|
1. La considerazione dei singoli esempi &’ applieione del
postulato di ZERMELO mnella teoria degli aggregati ci suggerisce
" di -classificare tali esempi in due categorie: I’ una comprende quelli -
nei guali si tratta di aggregati in generale, come per es. nella
teoria dei numeri transfiniti ([4]), I’ altra quelli nei quali si tratta
particolarmente di aggregati di mumeri reali (punti di spazi a una
o pit dimensioni). I primi-non. po'ss'oho venir regolarizzati col
principio di approssimazione perché non possono dar luogo a con:
siderazione di distanze o, in generale, di funzioni numeriche d{y, 2)
atte a definire ampliamenti naturali. I secondi, a priori, lo pos-
" sono, ma anche per questi occorre esaminare attentamente, caso
per caso, la convenienza o meno di adottare particolari funzioni
- numeriche regolarizzatrici d(y, 2), aventi significato geometrico
semplice, espressivo e soprattutto conforme al concetto di « appros-
gimozione » nel parlalé comune. Non semgre riesce trovare una
tale funzione d(y, 2) e cid mostra pit da vicino che il principio
@’ approssimazione ha carattere selettivo e una portata pia limitata
del postulato di ZERMELO, ccome sopra, si & detto.

i

‘() [2] pag. 170, [1] pag. 312,
) [1] pag. 823."
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2. Voglinmo mostrare la verith di queste osservazioni con due

primi esempi tr it dalla teorin’degli aggregati di punti- ¢ preci-
samente da un gruppo di dimostrazioni nelle quali si fa uso del
postulato della scelta, riguardanti il coneetto di « punto limite - ().
Com' & noto, si dice che P & « punto lwmite - di un aggregato 4 di
punti se in ogni_intorno di- I esiste- almeno un punto dell” aggre-
gato A diverso da . A questo riguardo una proposizione frequen-
tewente afformata in cui si fa uso del postulato  di ZurMERo dice
“hie esisfe in A una suceessione di puati

e O Qyorre O, ..
che tende a V. .
I prineipio d‘upprimsimuziono giustifica con tulta facilith -
guesta’ proposizione affermando  precisamente. che una sueces.
sdone (1) (anzi. infinite di- tali successioni) esiste -in un amplia-
mente naturale del dominio deduttivo QO dei numeri 1-0111.
Limitiamoei al. caso che 1laggregato A sia costituito da puanti
Cdicunn o retta feiod da numeri veali). essendo. chiaro che I eston-
‘~ione al easo di punti di lum spitzio a piiu dimensioni non pre-
=enta difficolth. ‘ '
~ Comnsideriamo delle suecessioni (1) guelle soltanto \O(l(ll\f.l(!'lltl
alla condizione che. per ogni coppia d'indici r. s tale che r<Zs. &
L~ Q. == P--(: le indicheremo come successioni (S). Essendo

2 Q) Oy Qo ' .
S = Q" o, Q...

due gualanque di tali suecoss‘ioni. indichiamo con d(S'. 8"} il l-
mite superiore delle mutue distanze fra i punti doll una e quelli
dell’ .ﬂtru aventi lo stesso indice: S c

- d(S’ R E= llm sup 1@ —@Q."

i

Ev ulentemente & d(8’, S")=0 sempre e solo quando & 8§’ =S8".
Fissiamo una qualunque S delle successioni (S). Assegnato un
numero 1-azmnale ﬂ]‘blﬁ‘ﬂl‘]() s, esmte L-ertamente lﬁ‘l indice n tale

“he.. per ogm a0 P—@Q. <5 Se 8 ed S

) ’, sono altre due
suceessioni (1). aventi in comune con la S i punti
' c!]'. Q:.‘"'; L Qn}
R : ‘ L
(I(N’ S‘") = l1m sup = Q " = limsup | Q L=< 8.

r=1. r=nitt.ni2,.

O 3] pag. 119 o sews



PICCOLE NOTE ¥ o 201

8i conclude che le successioni. (S) appartengono tutle all’am- '
plmmem‘n naturale di Q definito -dalla fumzione a(S’, 8").

i S Rlcordando | teorema di BoLzaNo-WEIERSTRASS secondo’
'il quale ogni aggregato limitato 'd’ mﬁmﬁ punti. (cio® ogni aggre-
gato limitato di- punti che non si pud porre in corrispondenza
- ‘biunivoca con nessun gruppo-di primi # numeri interi 1, 2, 3,.. )
ammette sempre un punto limite, risulta dal mn.° precedente che
ogni aggregato limitato & infiniti punti contiene, in un ampliamento
naturale del dominio deduttivo Q dei numeri reali, una successione.
Per gli aggregati limitati di punti & dungue valida, in un
ampliamento naturale del dominio deduttivo Q@ dei numeri reali,
la definizione di « aggregato infinito » dovuta al DEDEKIND (%), con
" tutte le conseguenze che se ne deducorio (per es. il teorema: ogii
" aggregato limitato A d’infinits punti contiene un subaggregato (parte
eﬂ'eftwa di A) avente la stessa potenca. d@ A (%)

4 Come secondo esempio (n. 2 in prmclplo) mostriamo che il
principio @ approssimazione permette pure d’ atferma.re che in ogni
aggregato limitato A di punii esiste una successione, contenente tutti
¢ punti isolati di A ed avenié inolire come aggregato limite I aggre-
gato limite di A. Al n. 5 stabiliremo poi un confronto fra questi
.due esempi e mostreremo che la regolarizzazione del primo & molto
plu accettabile di quella del secondo.

- Sia ab un segmento contenente 4. Dividiamo ab in 2,4, 8,..., 2",...
parti uguali e, per ogni n, scegliamo ad arbitrio un punto di 4 in
ciascuno dei 2" segmenti in cui @ stato suddiviso @b e in cui &
contenuto almeno un punto di 4 (passando questl segmenti in ras-
segna nel loro ordine naturale da sinistra verso destra). Se .

& AR

E(au @)y Bylyesy a'h: 3

(a,,a,,a,,,a,.,) .
sono due di tah successwm, "8l vede sublto ch’ esse soddlsfano\alle
condlmonl richieste. Poniamo

d(S' 8 =lim sup |ak —a, [

=1y @y Syee

Evidentemente é d(S’ S”)__,O sempre e-solo quando é'S’ =8
Se S & una qualunque di- tah successioni, assegnato ad arbitrio

1
un numero razxonale posmvo 3, .determiniamo » tale che o <3

) [3] pag. 104 e seg 41 pag 62 e seg.
() [4] pag: 50.
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Se allora @, & il primo punto di S scelto in uno degl intervalli

. . 1 ’ .
di ampiezza ;; e se 8§ ed §” sono alfre due successioni aventiin
Y9 / , ! , _

comune con S i primi h elementi, &

i

(s, S,)—lllnbllp @ — ) =limsup |a, — @, <3.
: k=1,2,3.. k=h+1,hy 2. :

5. Mettiamo in rilievo la differenza sostanziale fra 1 esempio
del'n. 2 o quello del n. 4, mostrando come nél primo 1 applica-
zione. del principio @’ approssimazione kia pili accettabile che' nel
secondo. Vediamo infatti che nel primo la regolarizzazione delle

. scelte arbitvavie & fatta'in modo che, dopo un numero sufficiente-

mente grande ma finito di scelte, I'enfe (la successione (S)) di-cui
si afferma 1'osistenza & determinato. per cosi dirve, in quasi tutto
un intervallo entro il quale esso ente possa vinchiudersi. Inten-
diamo con cid che, se @b & un intervallo entro il quale la succes -
gione (8) di cui si afferma 1 esistenza pud essere rinchiusa, dopo -
i numero sufficientemente grande ma finito di scelte arbitrarie
la (S) & determinata all’infuori di guei suoi termini che sono con-
tenuti entro un intervallo parziale di ab di lunghezza piccola ad
arbitrio. = .

Non si pud dire cosa analoga per la dimostrazione del n. 4.

- Cid mostra anche che non & lecito far subire preventivamente
agli aggregati delle trasformazioni che ne alterino le dimensioni
o relazioni di distanza fra puiito e punto. Se si ammettessero tali
_trasformazioni, il postulato di ZerMELO (nella sua forma tipica,
data dall’ Autore nel 1901 (%)) n?l ‘caso di un aggregato numerabile

M,, M, M,y Myyonn

di aggregati di punti d1 una retta, rientrerebbe mnel principio di
approssimazione. Basterebbe infatti, come fa W. SIERPINSKI in [3]
pag 120, portare ciascun dggregdto ‘31'6“ in un aggregato O’ del-

1
n+1m
sformazione biunivoca ben definibile} indi scegliere ad arbitrio in
ciascun 9K, un punto in modo da ottenere una successione decre-
scente tendonte a 0, sulla quale si pud ragionare come al n. 2.
Ci pare perd dubbia I’ utilith che da tale procedlmento si potrebbe
ricavare nelle applicazioni. -

Gli esempi che seguiranno mostreranno pitu in genera,le accet-
tabile il principio di approssimazione per la definizione di enti

1 .
r 1nte1-vallo - — di un medesimo sostegno (mediante una tra-

) [4] pag. 103.
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t

cousistenti in successioni di elementi individuati da uno o pit nu-
neri reali (coordinate) i quali soddlsfano allé seguenti condizioni:

1%) Essi si possono rinchiudere in un numero finito d’inter-
valli finiti che indichiamo genericamente con X.

24). Un nuthero finito di tali numeri reali (da scegllerm come
prlml) si possono rinchiudere in intervalli 3’ parziali dei A.

3" gutti gli altri si possono rinchiudere in intervalli 1’
anch’ essi parziali dei ), ma tutti esterni ai \ e di lunghezza ‘com-
plessica minore di una frazione -piccola quanto si vuole delia
lurighezza complessiva dei X.

6. In [1] pag. 318 il LEvI applica il principio di .approssima-
zione alla regolarizzazione della seguente proposizione: « Se un
aggregato A di punti del piano & tale che corrispondentemente a.
citascun punto di esso & definita una cuconferenza i cui punti in-
terni appartengono tutti all'aggregato, Uaggregato medesimo & co-
stituito do tutti ¢ punti interni.ad un aggregato numerabile di
dette circonferenze ». La dimostrazione-pud applicarsi tale e quale ad
un teorema di poco piill generale, al cosidetto « Ueberdeckungssatz »
di LixpeLsr (). Naturalmente quella dimostrazione vale con sem-
plici varianti per il caso.generale in cui lo spazio ambiente & uno
spazio ad un numero qualunque » di dimensioni. Per il'caso. della
“retta. il teorema dice: :

se fra uwn aggregato limitato () & di punti di una retta ed
wno A intervalli intercede una corrispotidenza . univoca tale che
ogni punto A di & & interno all’ intervallo corrispondente § di A,
allora esiste un numero finito o ww’ infinitc numerabile -

@ - | B By B

TR AL

& intervalli di A rvicoprente 1 intero uggregato &, tale cioé che ogni
pmtto di A & interno ad almeno uno degl’intervalli 3,.

Questo teorema pud essere enunmato in condizioni meno strette,
ciod supponendo soltanto che ¢ due aggregati & e A siano tali che
ogni pwnto A di & sia interno a qualcuno deglintervalli di A. Vale
in tal caso ancora la ricordat@ dimostrazione di [1] pag. 318 e seg.

(") [5] pag. 46. * - )
(*% Qui & necessaria I'ipotesi 1estr1tt1va della limitazione dell aggxe
gato 4, mentre non lo & nella ricordata proposizione di (1] pag. 818 (c¢fr, n. 5),
la quale ha in vista un’ applicazione alla teoria delle funzioni analitiche.
Sappiamo infatti che in questa teoria la rappresentazione pid’ propria del
-~ campo dei numeri complessi & quella che si fa sulla sfera: la supetficie
di una sfera & limitata. S
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7. Si applica abitualmente il teorema di LINDELSOF per dimo-
strare che ('?) ogni agyregato won nuwierabile contiene almeno uno
dei swoi punti di condewsazione ('%). ' . )

Non @& possibile liberare questa proposizione dal postulato delle

infinite scelte, mia. non volendo appoggiarsi al teorema di TaN- -

DELOF, si pud ragionare per assurdo come segue. Supponiamo, se
possibile, che ogni punto dell’aggregato & in questione non xia
punto di eondensazione di &. Racchiudiamo allora ogni punto di &
nell intervallo di massima ampiezza, tale che la parte di & in esso
contenuta sia numerabile. Due di tali intervalli non potranno mai
avere punti comuni senza essere identici: invero mell'ipotesi clie
essi avessero una parte comune, I’intervallo risultante dalla loro
riunione (intervallo somma) sarebbe ancora tale clie la parte di &
in esso contenuta & numerabile. Si viene.in tal modo, dunque. a
‘rvinchiudere I'intero aggregato & in un insieme d'intervalli esterni
I'uno all’ dltl’D e tali che la parte di €L contenuta in ciascuno di
essi & numerabile (). .

La possibilith di numerare I’ aggregato degl intervalli, per es.
popendoli in modo noto in ordine di lunghezza, permette di affer-
réu.re, contraddicendo 1'ipotesi, la numerabilith dell'aggregato &
in un ampliamento naturale del dominio dedutfivo @ dei numeri
reali, e cid applicando il principio di approssimazione, '

Ammettiamo infatti per un momento che, eseguendo_infinite
scelte arbitrarie, si sia stabilita un’ effettiva numerazione della
parte di & contenuta in ciascuno dei detti intervalli. Allora & pos-
sibile, in un secondo tempo, numerare 1'intero aggregato & in modo
‘ehe ogni punto P di & appartenente genericamente all’i-mo intexr-
vallo, occupi un detérminato posto k-mo nella numerazione com-
plessiva, indipendentemente dalle numerazioni prefissate negl in-
tervalli s-mi con s > h. Dungue, limitandosi alla effettiva nume-

razione -di un numero finito d’intervalli, si pud cosl disporre che

la lunghezza totale degl’ intervalli contenenti punti di cui il numero

«’ ordine (nella numerazione complessiva) non sia determinato sia

piccola a piacere ed intanto i numeri @ ordine per cui non &
determinato il punto corrispondente siano grandi a piacere.
In una Nota successiva applicherd il prineipio di approssimazione

ad ottenere gualche interessante risultato nella teoria della misnra.

(%) 3] pug. 49" - e :

(*3)- « Punto di condensazione » & un punto in ogm intorno del quale
osiste un’ mfmltu non numerabile di punti dell’ aggregato. :

4 [4] pag. 124, Cfr. H. LeBeSGuE in « Fundamenta Mathematicae »,
t. 1T, 1921, pag. 260. ' '



