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PICCOLE NOTE : 283

>

Spiegazione energetica della tendenza al parallelismo degli
assi- di rotazione di due corpi gravitanti e rotanti.

Nota di Givrnio Krann (a Roma).

iy
.

Snllto.'- thollegamln P effetto. delle maree sul moto kepleriano di due corpi
celesti rotanti ad wia azione dissipativa dell’ energia totale, si dimostra

che, necessariamente. gli assi-di rotazione tendono al parallelismo dispo-
nendosi in pari tempo normali al piano dell’ orbita.

$ 1. Introduzione. — B dovuta ad un sug germwntn di KrL-
viN, una giustificazione semplice ed - espressiva data dal Darwiy
al risultato, cui egli ‘stesso era gid pervenuto per vie non del
tutto immediate, :concernente 1 asintotica tendenza all’ eguaglianza
dei periodi di rotazione o rivoluzione di due corpi ’(’,[‘m' a-Tama)
gravitanti ¢ rotanti, R ’ - '

© Necondo tale spiegazione, la. causa d’un siffatto armonioso di-
sporsi ‘del moto di due corpi celesti »i riconduce all effetto dissi-
pativo dell’ energia legato alle maree, intese, sia nel senso usuale
come provenienti da oceani, sia come solide, ciot (Iovute a defor-

~mazioni elastiche dei nuclei.

Effetto dissipativo che, non compensato, (p es, da eventuali

alffreddamenti ¢ conseguenti contrazioni dei nueclei) fa necessa-
rinmente tendere, sia pure lentissimamente, ad un minimo, I'energia
totale E del sistema (costituito dai due dorpi suddetti): precisamente
la. somma della energia einetica;-dovuta al moto orbitale e di rota-
zione,-con quella posizionale ¢he deriva dalla iutua -attrazione
newtoniana, Orbene, -condizione di guesto ininimo, “subordinato,
trattandosi di azioni interne, alla conservazioné del momento to-
tale K delle quantith di moto (orbitale e di rotazione) e raggiunto.
come tosto vedremo ancor piit ‘speditamente di quanto non 1’ abbia
fatto il DARWIN. stesso, & appunto 1’ eguaglianza, prima rilevata.
_tra i periodi di rivoluzione e quelli di rotazione.

La ricerca del DARWIN perd, anche nella nuova impostazione
energeticn considera soltanto il caso particolare in cui gli assi di
rotazione sono normali al piano dell’orbita, ritenuta, e ¢id come
condizione essenziale, circolare per tutto lo svolgersi del fenomeno.
- Or noi ci proponiamo, dopo aver ripresa, ed in certo modo
resa pill agile, la trattazione del Darwry, di far vedere come, per
effetto delle maree, ove inizialmente gli assi di rotazione sieno co-
munque orientati, questi, a lunga scadenza, vanno a disporsi nor-
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mali al piano dell’ orbita. Il quale, a sua volta, si pone normale al-
¥ invariante momento vettoriale totale delle quantita di moto, fermo
restando, s’ intende, il risultato gia noto concermmte r eguaglianza
dei periodi di rotazione e rivoluzione. '

Manterremo perd ancora la restrizione qualltatlva di orbite -

circolari, rilevando che, il caso pii generale, di orbite elittiche,
richiede, non si vuol dire perd necessariamente, I introduzione; per
la prima’ volta indicata dal Levi-Civira, di nuovi criteri, specifici
della mececanica statistica, su cui non vogliamo qui- soffermarci.

S o p

§ 2, Caso del Darwin. Assi di rotazione normali al piano
dell’ orbita. — Cid. posto, consideriamo due pianeti aventi cia.
scino un asse di simmetria, di Jmasse m, m’; momenti d’inerzia
assiali I, I'. Sia, e cid senza pregiudizio alcuno della generalita,
ma umcamente per .sveltire quanto & possibile gli sviluppi for-
mali, m° ‘i gran lunga superiore ad m’, talch® il baricentro (im- -
mobile) delle due masse cada pressapoco in m, che potremo quindi
ritenere fermo .0 pressochd. Designando allora con r il raggio del- _

I’ orbita, con 5; '{}, q'/ le velocith angolari di rivoluzione e di rota-
zione (attorno ad assi normali al piano di questa), infine con f la
costante d’attyazione, 1’ energia totale E del sistema, costltulto dai
due corpi di cui si tratta, varra

. 1 : : ;. mm’
—_ 23 — 2 W f—
(1) B =5 mrs +2(Iq; + Iy —f ,

Accanto a codesta espressione, integrale del sistema differen-
_\ziale' che regge il fenomeno, sussiste ancora quella esprimente
Vinvarianza del momento totale delle quantity di moto. Il quale,
ove si designi con ¢ la costante delle aree, :

, o ‘ X

c=r’y
ed infine con
by = I“!” ,P‘V:l ‘l’

i :mgoh momenti dovuti alle rotazmm trattandom, per le conven-
zioni fatte, di- vettori paralleli, si traduce nell’ umca equazlone :
sealare :

@ mr+p¢+p¢,—K

K deswnando wmezcostante che non si “pud variare con sole azioni
interne. ¥ieno. AWl di qualunque natura si vuole.

» Sostituerdorifiell esnvessione (1) di E, le velocith angolari per
mezzo dei riggéttivi momenti c, p,ep, e attraverso la (2), anche ¢
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(con che =i introduce K. otteniamo per la K da render minima.
indipendentemente ormai da qualsiasi condizione, ’

) 1(/\'——1)':‘ ——py)-’ l(pi

(L-a) I','“":__) '3 e g 2\ ]

Riguardando ora come vaviabili rispetto alle quali va ricercato

“il minimo di £, le Py e p,. ove si rilevi la possibilith di farle
ariare a priovi in modo qualunque, sic®hé non si presenta da

considerare: I'eventualita di estremi di frontiera. dovremo avere
in condizioni di minimo, ' .

oK K.
E g My,
p, ap,,
~dunque, esplicitando. _
(K—~p,—p,) p.’ AK—p,—p,) p,
S T AP Y TR A Ut gy
r? [ r I

1/’

Ovvero anche, riponendo ¢ al posto-di K —p — p

e - l'. ¢ .p,(r
M 1} — U, = 0.
»? 7 LI 0
Poichi
¢ . P, .
— = - = b — '!J"

si desumono in definitiva le due equazioni

T="t=V
: 7

definienti la proprieti asintotica che si voleva dimostrare.

§ 3. Caso degli assi di rotazione comunque oriemtati. —
Passando ad estendere I'ambito di gueste considerazioni, vogliznmo
ora consentire che gli assi di rotazione sieno comungue orientati
vispetto al piano dell’orbita.

Varra ancora. uvndentunente con la stessa se 1~1ttur|. Cintegrale
dell’ energia dato dalla (1). L' mtewrlle del momento totale (Iul]u
quantith di moto perd, non si lascia pit esprimere con Tunica
equazione scalare prima considerata; il caratterve vottoriale deve
necessariamente csser reso esplicito.

Precisamente, ove con #'si indichi il versore normale al piano
dell’ orbita, eon koo ki versori coincidenti con gli assi di rota-
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zione dei due corpi. si avrh

’

ne + kp, + kp = K.

Traducendo. nella forma scalare, ove si ponga con le solite
notazioni
X vers. K =cos b, kX vers, K=ecosz, &' X yers. K —cos2’

5. % 2 designando quindi gli angoli e¢he 2. A, & fanno con K,
. ' - .
Avremo
) ceos b p ocosa+p  cosy =K
. . ¢ ¥

v, w0 si vuole, due altre relazioni sealari (A) ehe non importa seri-

vere, esprimenti la’ eircostanza manifesta che ¢ nullo il compo-

nente di me+-kp, + E'p, in nn piano normale a K. ciod a se stesso.
L &

E superfluo di tener conto della (A). in quanto esse introducono,

si pud dire. le orvientazioni nel piano dell orbita, delle proiezioni
di & e K. orientazioni che non intervengono nella espressione di E.

Eliminando nella (1), = pel tramite di c. e ¢ pel tramite della
t2.0). otteniamo in lnogo della (1-a).

5 (P2 P

CON ¢ A ““"
Ao ¥ ) e Y —
K=35 - — +z(1 "‘) f

(.l\'—p,, COR % —p¢,co\ 1)2
1

Procedendo alla ricerca del minimo di E, assumiamo come
nuove variabili, accanto alle Py Py gli angoli §. = 2"

Troviamo allora 1mmed1atdmen’tc dopo aver assicur ltd Pim-
}m\\lblhﬂi di estremi di frontiera,

oFE

a =Y

von « ¢ > definiente una delle 5 variabili or designate.

Esplicitando otteniamo.
) ,

cosx ¢ P,

L4

— = 4 =}

cos B¢t | !

P.’ ¢ 0,

) sin % =
oS fi r?
1
cos? § #?

Bsélusa la circostanza p,=p,= 0, si desume r=o¢ =f=400

i multlpll di = ¢ quindi di cm‘lseguenza; '::q,:q, : c.d. da
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Con che evidentemente risulta, in modo sorprendentemente
‘semplice, dimostrata la tendenza al paralellismo degli assi di ro-
tazione col vettore momento delle quantity di moto K, normal-
mente a cui si’dispone (§=0) il piano dell orbita come avevamo

annunciato. Lé condizioni: S:uf«: Y esprim(;no infine, I’ ugua-
glianza dei periodi di rotaziome con quelli di rivoluzione, come
‘naturalmente si poteva prevedere.

Concludendo, ci permetteremo di- nlevare che, recentemente, in
due note nei « Rendiconti -dei Lincei » abbiamo dimostrato la ten-
denza a codesto stato finale indipendentemente da restrizioni quan-
" titative tra le masse e qualitative delle orbite. Ma non insisteremo
qui sui procedimenti allora usati, ricollegati alla nozione degli
invarianti adiabatici che, tanto focondamente fu dal LEVI-CIVITA
introdotta in astronomia. Piuttosto osserveremo come la geniale
osservazione del KELVIN & risultata capace d’ una estensione quanto
mai suggestiva a cui, con tale modestia di mezzi poteva sembrare
assai improbabile il pervenire.



