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, PICCOLE NOTE . 277

Il teorema di oscillazione per le equazioni differenziali ordinarie
del terzo ordine lineari omogenee a coefficienti costanti.

- Nota di G. SaNsoNE (a Firenze).

Snnto. - L’A. dimostra che se p“ P2, Ps s0n0 costanti reali, gli integrali
- © dell equazione .
.y(S) +p‘y(2)v_*_ lpzy(l)‘_*_ M’sy =0
nulli in djte punti a eb, quando 41 pa;famétro A diverge a —+ oo, oppure
a — co, hanno carattere oscillatorio nell’ intervallo (a, b).

In due note precedenti, direttamente (!) e come caso paftiéolare
di un teorema generale (*), abbiamo dimostrato che data ¥’ equazione

8] YP + Dy 4,y Apy = 0
s con Py, Psy Py costanti reali, p,* + p,*5=0, A parametro reale, fissati
comunque tre punti distinti, esistono infiniti valori del parametro X

() G. SANSONE, Il feorema di oscillazione per le equazioni differenziali
ordinarie del terzo ordine, lineari omogenee a coefficienti costanti. [« Rend.
Ist. Lombardo », LXITI, (1929), pp. 683-92].

) G. bANSONE, Esistenza di infiniti autovalori per le equazioni dif-
ferenziali ordinarie, lineari omogenee a coefficienti costamti. [« Rend. Cir.
Mat. di Palermo ». LV, (1931). pp. 168.76].
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[nutovalori} ai quali (ormhpmulmm integrali g, %) dell” equazione (1),
non identicamente nulli. che st annullano nei tre punti prefissati.

Swpposnianio che gli autoralori dell” equazione (1} abbiano pey
calore limite +- oo ¢ dimostriamo che  fissati coniunque due punti
i e by oa>> b, e scelto well intervallo - (a, b) 4o intervallo (.5, arii.
trario, %, << %,. esiste un wumero %, tale che per tutti i ralori del
parametro % >> 3, &) gli infegrali y(x. ). delle (1) che si annullano
e b haano alieno uno zevo in (3, 3, (Y).

Nel seguito senza alterare Te generaliti supponiamo « <0, h=—=1,
basterd caso mai cffettuare nella (1) Ia sostituzione #==a-+ Hb— q).

Possiamo  anche  supporre (. 2} intérno a (0. 1) ¢ percid
0<i <z, — 1 ‘ ,

Infine poiché le costanti p, ¢ p; non sono entrambe nulle,
salvo a mutare 7 in  — i possiamo supporre una di esse positiva, o
noi per la (llnmsh-wmm- Adistingueremo ftre casi:

NP, =p;=0 p,>0: 2) p,>0. p2p20: 3) p.=0. py>0.

1 Caso: py==p, == 0, p, > 0.
I equazione (1) assume la forma:

2) ' 3 gy =0

o xe % & un autovalore reale, I'equazione carattevistica S 4-ps =20
deve avere una radice reale e due complesse o coniugate (%), gli
autovalori sono quindi positivi e il loro valore limite & -+ o,

Con %>0 Iintegrale generale gy, %) della (2) ha I" espres.
sione ¢, o8\ ip, & +- ¢y sen\ kp,r -+ ¢; e I'annullarsi di esso nel
punto 0 (%) porta che g 2) ha la forma

V) e, D \ Ap,

24 o) - g ) )
R €os = S — ¢ ReN
RN — " @ g, g FO R

@) g )= X

con ¢, cg-costanti arbitrarie,

) Quando gli autovalori abbiano per valore limite — oo, alla disugua-
clianza A > %, sostituiremo 'altra 2 <24 se gli autovalori hanno per valori
limiti 4- 00 ¢ — o [efr. n. 8] sostituivemo 1" altra 14| >z,

¥} Per le equazioni del secondo ordine efr, @) M. Picoxe. Corso di
Analisi- Superiorve (« Cire. Mat. di Catania », 1923) . L p. 9 e seg.;
by G, MaMMANAL Sopra wn nuovo studio.delle equazioni differenziali lineari
[« Math. Zeitschvift »; Bd. 25. (1926), {pp. 7%4 A8). p. T43]: :

(%) "Cr. G. SA\'MN;' loe, ¢it. (%), p. 688,

%) In" questo vaso particolare basta considerare gli integrali della (2)
nulli ‘in un punto. assegnato, e si pud anche scegliere arbitrariamente
Iintervallo (&;. &). '
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t

Se X soddisfa la disugﬁaglianza

Vip,,  Vip,,.
‘4l . 2p2 t — \/2.p2 5 >

‘quando varia tra %, e c,, esisterd almeno un valore x tale
c¢he YV Ap,x/2 =[x con [ intero, e quindi per la (3), y(x, 1) =10
Si soddisfa la (4) prendendo X1, con \=p, —[2r/(E, — 2
abbiamo cosi dimostrato che per ogni valore di A - ), I’integrale
della (2) nullo in un punto ha almeno uno zero in {E,, %5).
2 Caso: p, >0, p?+p,2*F+0 [a=0, b=1]"
Per ogni autovalore dell’ equazione (1) dovm risultare nega-
tivo il discriminante della sua equazione caratteristica
- ®) 6 o+ P\p* 4+ My -+ hp, = 0.
¢id porta che gli autovalori soddisfano la disuguaglianza .~ i - ..
AP+ (P74 18pypaps — 2P — dp,Tph 0,
percid essi, quando abbiano valore assoluto sufflclentemente grande,
sono positivi e il loro limite & +- oc. :
Se A & positivo sufficientemente grande, le tre radici della (5)
‘hanno la forma
70) + irsh) 1,0) —%:0) () [¢ unith immaginaria]
con ¥,(n), vs(A), v4(}) funzioni continue di X,
6 limy0) = [ po+? 3], limy() =+ oo, limy,0) = — 25,
D f 00 Pol w00 +00 b,

I’ mteglhle genelale della (1)-ha la fmma (7)
Y@, X) = c,e"” cos 15+ c,e"'” sen v, + c,,eYa

con ¢, iy Cas C3 costantl arbitrarie, e I' annullaru di esso nei punti 0, 1
porta b
1o, + 0c, + 1o, =0, c;e" cos 15+ C0™ sem v, + ‘cae“ =0,
e noi andremo a verlflcaxe che la matrice dei coefflclentl
1 0o 1

5 Y3
COS ¥, el'seny, e .

N
e

per X sufficientemente grande ha la caratteristica 2.

() Per comodita scriveremo v . 725 73 i luogo di v,(2), 14(), Va(A).
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Infatti, perche la (7) abbia caratteristica 1 occorre e basta si
abbia ' ' '

1, =2z con ! intero, y,=17;
cio2 le radici della (5) debbono avere la forma
NHH e T
e queste soddisferanno la (5) ove si abbia y,= —p,/3 ¢
P+ Wyt =2Dp,, P+ 3y, = B,
Da.queste si ha
® | 9w, — 3pfh=2p,’

quindi per p,p, — 3p, 40, quando sia X > 2p%9(p,p. — 3p;), ln ma-
trice (7) ha 1a caratteristica 2; se poi p,p, — 3p, =0 la (8) & pos-
_sibile soltanto per p, = p; = 0 e questo & il caso esaminato prima
el n. 1. :

Adunque per % sufficientemente grande la (7) ha la caratteri-
stica 2 e I'integrale della (1) nullo nei punti 0, 1 ha la forma

- 1 0 1

hd .
" ' sen v, er

‘?/(‘T'a N=! e

Ve £ va
' cos v e sen v €

CO8 v, e

ovvero l'altra

) Yoy =| OV J se?l T | iy
cos vy — 7T gem v |
La discussione ora fatta sunlla caratteristica della matrice (7) ci
assicura che per i sufficientemente grande la differenza y,(A) — v,(})
non & mai nulla e per la continuitdh essa avra sempre lo stesso
segno; quindi nel determinante che figura nel secondo membro
della (%) per i sufficientemente grande si avrh sempre 1()‘)—73()\) >0
oppure sempre (2 — v,(A) < 0.
O\wulamo anche che avendosi lim 7)) = -+ e, pud determl-

PR B )
narsi un Ay tale che per >3, riaultl

{10) _ ¥ Yeds — Yol > 37

~i ha dat qui che seelto un qualungue 5 - 5, quando e varia tra ) o 3,

vi sono almeno due valori di 2 che indie hiamo con o, tali che

vory mm 2m e, - 120 - =
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con ! intero: per tali valori avremo dalla (9)

Yy, N = [l (] e om
ey, 1) = [T (]

e, supposto v, — y; = 0, questi due valori ove non siano nulli sono
di segno contrario; cid ‘porta per la continuiti di y(x, )) che quando x
varia tra x, e @,. g(x, )) si-annulla [oltre che in 0 e in 1] almeno
una volta in (x,, 2,) e percid almeno una volta in (%, %), e questa
circostanza come abbiamo notato si verifica per ogni ) - %,.

Sia inveee vy, — v, << 0 e osserviamo che la (10) porta anche
che, facendo variare x tra %, e %,, vi sono almeno due valovi di «
che 111(11(-h1amo con x; e x, tali che

N

YLy =, — 2T v, =1, — (21 - 1)
con e intero; per tali valori avremo dalla (9)

ey, N =[1 — =it 'M] Y gen vy,
e, N =1+ e“——Yl Wi=rd] oot ¥s% gan v,
— ) (1—ty), g ' R
v x“)<0 ne risulta che yla;. 1), yie,. X) ove non
siano nulli sono di segno conmtrario, guindi l[{.l', ) si annulla
in (5. %) per tutti i valovi di X = .

v

e poichd 1 —

3 Caso: p, =0, p, > 0.
L’ equazione . L
(11) T YRy hpy =0 S

ha ¥ equazione qarutteristi’ca

12 | . '*‘—i—p,p + Apy =0,

e il suo dlscrnmnante D) ha I" espressione
D) = — 27" — 4p,*pyi.

e swcome lim D()\)—--——oc ne vieme che per x sufficientemente

P oo .

grunde in valore assoluto la (12) ha tre radici della forma
10+ 00), B0 — i 1) [ > 0]

con (). ,O\) 1) funzioni continue del pamnwtm hoov poichd
queste tre radici tendono alPinfinito per :—-:-tzoc. =i trova in
particolare

i vy(2) == 4 o,

7o— =\
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Se teniamo poi conto che tra v,, y,, y, hanno luogo le relazioni

(2 + 1M =—y, 2y =—p, —v,
abbiamo .
lim y;, == + o9, limYl:—.oo, limY,:—i—oo
). == —00 3 —r —00 ) —r —00
li =—oc, limy —+ It —
I Yy S A T e M= oo
quindi , -
(13) - gmm—m=—wg@mfm=+&

Possiamo subitoprovare che gli autovalori della (1) hanno
per punti limiti + oc e — oo,

‘Si preseriva infatti che un ultegrale #(x. ) della (11) oltre che
annullarsi nei punti 0, 1 si aunulli nel punto ¢. 0 — a — 1 oceorre
pel la (9) che ) soddisfi 1 equazione

cos .‘,2()\) _ e‘fs(” Y142)

Ay =
. © cos Y.A)a — e[‘(a(l)—-‘f,(l]]a,

semy,(}). 0:
- sen y,(M)a '

- - 20 . . 3
ora per ogni' I intero positivo maggiore di un conveniente nu-
mero [, esiste almeno un valore positivo [negativo] di 2, che indi-
cheremo con 7,, tale che '

Be =@+ 15 [H0e = — @21+ 1]
“ e si ha : :
’ - 21+ 1)= - b ‘ 21+ 1)
A0)=[e™T 4 1] sen ( —) A(z,):—[e‘“"' “+ 1] sen L-—————I-: 1)1]

z:h+L 1, + 2.5

21+ =
a

Se osserviamo che-il fattore sen muta infinite volte di

segno quando 1 diverge a + o< per valori interi (}), concludiamo
I’ equazione A(x) = 0 ha infinite radici pouhve e infinite mdlcl
negative.

Tenuto poi conto delle (13) e mpetendo i mglonamentl del n° 2,
abbiamo che, fissato comunque un.intervallo (,,.%,) in (0, 1), si pud
trovare un numero positivo ), tale che per |x| > ), gualsiasi inte- -
grale y(x, X} della (11) che si annulla in 0 e in I ha almeno uno
zevo in (§;,%,).

%) Cfr. G. SANSONE: loce. cit. (?), p. 688,



