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~ PICCOLE NOTE 269

Questioni geometriche legate colla teoria delle funzioni
di due variabili complesse (°).

Nota di. BENTAMINO SEGRE (a Roma).

Snanto. - L' . tratta di questioni geometriche che si riattaccano alla rap-
presentazione dei valori di due variabili complesse coi punti di S, ed
alla teoria delle funzioni analitiche di due variabili. facen(lmw (lp])ll-
cazione allo studio- delle singolarita dé queste funzioni. -
‘Quando si passa dallo’ studio delle funzioni analitiche di una

variabile complessa, allo studio delle funzioni analitiche di piit-

variabili complesse — e. per ovvie ragioni di semplicith, couvien

(®) Comunicazione tenuta al (‘onglesso di Milano della Socicti Ttaliana
per il Progresso delle Scienze Qbettnmlno 1931)
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in un primo tempo limitarsi a due sole variabili — si incontrano
lifficolth muove molteplici, alcuhe delle guali son. state superate
solo- recentemente.

Gii nella rappresentazione usuale delle copple di variabili
complesse

{1y L=, 4 Ay, Y == ax; +ix,
— ossia dei ‘punti complessi di un piano = — coi punti reali

{r,. &, a3, x,) di uno spazio euclideo S, si presenta una questione
preliminare relativa al modo pilt opportuno di considerare i valori
infiniti. La questione analoga che si incontra nel caso di una sola
vaviabile complessa &=z, -+ ix, per I’ordinaria rappresentazione
di ARGAND e Gavss. si risolve. in modo ben noto, associando al
valore @ =—=cc gli infiniti punti appartenenti alla retta impropria
del piano proiettivo (x,, a,), il che equivale a rifervire opportuna-
‘nmente quest’ ultimo alla sfera complessa. Le c¢ose procedomo un
po’ meno semplicemente se si tratta di due o pilt varviabili. e fu-.
rono in tal caso sviscerate da CORRADO SEGRE. in lavori che risal- .
zono a circa 40 anni fa.

I/ importanza di tali lavori e stata‘ da poco posta in chimra
luce per merito di F. SevERI, il quale — poggiando su essi -— o
pervenuto a risultati fondamentali di Analisi. To pure, seguendo
le orme del Munestro, mi son occupato di problemi che si ispirano
a tale ordine di idee. () Qui mi limiterd ad esporre una parte dei
risultati da me conseguiti; e, allo scopo di mostrare I’ utilita che
possono offrire certe comsiderazioni geometriche in un campo di
pura Analisi, dedurrd — seguende una via uniforme-e, per cosi
~live, intuitiva - varie proprieth relative ai punti singolari delle
funzioni analitiche di due variabili eomplesse. Si tratta di pro-
vricth in parte note: queste perd furon trovate con metodi dispa-
Fati. o sovente. non privi di difficoltia.

) Ved.: Sobre algunas vepresentaciones reales del plano complejo, « Re-
vista Math. Hispano-Americana ». 1928 Intorno al problema di Poincaré della
:amnLnsenm'—'mnvp.semlocmoﬁn me. « Rendie. R. Ace. Naz. dei Lincei », serie VI,
13 1931 od inoltre una Memoria collo ‘stesso titolo della prolento Co-
ninicazione, puhblw.n.n nei « Rendic. del Seminario Mat. della R. Universiti
U Roma - p.uls- LI* . 7 (1981). Rinvio a tali lavori per Ia parte biblio-
srafica. ¢ per le «hmnsh'.mmn' pers >qu.mt0 coneernc i suddetti risultati di
Revert o per nlteriori notizie lnﬁ’h&mxfwho. cfr. F. Severi, Risultati, ve
hite ¢ probleni nella. teoria dells SNRap; a_uahtwhe di due variabili com-
plosse, « Rondie. dol Sominaro MayyR74; Tniversita di Roma», parte 112,
T 198, )
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Incominciamo. col premettere alcune proposiz.ouni geometriche.
~ Alla questione accennata in principio, si risponde intanto nel
modo seguente; Nello spazio 2 alllinfinito déll’ S, rappresentativo,
vi-© una ben determinata congruenza K di rette (reali), i punti
di ciascuna delle quali corrispondono ad uno stesso punto (com-
plesso) all’ infinito di =. Precisamente K & una congruenza lineare
ellittica, costituita dalle refte che .si appoggiano- a- due rette fisse
v ed ¢ dello spazio X, sghembe fra loro e complesse coniugate.
. Un’ equazione lineare fra le due variabili complesse (1), si
scinde nel campo reale in due legami linéari nelle (x,, x,, 3, ),
e si rappresenta dunque in S, mediante un piano (reale). Questo
“segn lo spazie X all’ infinito lungo una retta della congruenza K
suddetta; e viceversa, ogni piano (reale e proprlo) passante per
una retta di K — e ciod appoggiatoe alle rette +', v — pud otte-
nersi in tal guisa, e corrisponde dunque ad una retta di = (ilerla,
quale porge una rappresentazione di ARGAND e GAUSS) '

Gli oo piani che cosl si ottengdno in S, denominansi piani
caratteristici, dicendosi pilt generalmente — secondo una locuzione
introdotta da T. LEVI—CWITA — superficie caratteristica, una su-
perficie (reale) di S, lapplesentablle mediante un legame analitico
fra le due variabili complesse x ed . Si ha che:

Condizione necessaria e sufficiente affinché wna superficie di S,
— twvenle in ogni punto piano langente — sia una superficie carat-
teristica, & che i suoi pians tangenti seghino lo spazio 2. secondo
rette di K, e cioé siano piawni caratteristici.

Ogni superflcle caratteristica & bilatera, ed "inoltre

Si possono orientare tulle le superﬁcw caratteristiche di S“ in
guwisa che ogni deformazione continua che muti una superficie carat-
teristica in una superficie caratteristica — per modo che la super-
ficie megli stads intermedi si mantenga camttemstwa — congervi gli
" orientamenti fissati. :

U ipersuperficie analitica (reale) ¢, di. equazione

' (2} : \?(d’n 3727,“’3" x) = 0,

ammette in u. suo punto semphce 4 un ben dcterminato piano
caratteristico tangente,- al quale appartengono dite tangenti tri-
punte di @ relative ad A. Se queste ultime risuttano fra loro, orto-
gonali, o — come ‘caso’ particolare — indeterminate, 4 dicesi, un
punto planare di ®. Affinchd un punto semplice della (@) sia pla-
nare, occorre e basta che le sue coordinate (,, #,, 2, x,) annulm
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lino 1’ espressione differenziale di E. E. Levr:

o= (2 2 ) e

[’@) - [(8xl>f \ow,) Now2 a2t (aacs o) 5-.;1— )T

. 20 do F 2 o \
_(@af+?a‘?)(acp bcp)_

oa, e, dae, 2, )\5w, 0, dacy o,

o(if, o " o 50) %
“\ox, b, o, oey \ae 0, dac, 0ac,)

Le varieti a punti planari — dette anche éperplaneidi. pereh
fra esse vi son manifestamente gli iperpiani di §; — non son altro
che ¢ luoghi analitici dl oc! superficie caratteristiche. E assai no-
tevole che: : ;

- Un iperplanoide viepe sempre altraversato da wna superficie
caratteristicn tangente (che non gl appartenga), nell intorno (IP’
punto di contatto.

Questa proprieta conduce a nuove interessanti caratterizzazioni
delle superficie carattevistiche e degli 11)01‘1)1&1101(11. dimostran-
dosi che: :

a) Data in S, una superficie F qvente in ogni pwaito piano
tangente, si pud sempre (ed in wir infiniti modi) determinare un ipes-
planoide che la tocchi in swo punto P generico. e che abbia con essa
— nell’intorio di P — questo sol puito in comme, prrche la B
1Hon sita wna superficie caratteristica. »

by Esistono infinite superficie caratteristiche ed imfiniti iper-
planoidi che toccano unu data varieta & «a tre déimensioni in wn
suo pusnto sewplice A non pl(mar'e.' avendo con essa — nell’ intorno
di A — questo sol punto in convive. lie wune e (/lz altri — welle
vicinanze di A " trovansi da wna banda ben determinata di b,
che dicesi la regione: neg«tu-a, la nmmwnh’ denommcmdosv la
regione positiva., ) .

Resta cos) intrinsecimente fib;siif'il un’ or'ienf(lz'z'oqw"di &, nell in-

torno di ogni suo punto A non planare: e precismnentﬁe.' e & s

appresenta colla (2). la regione negativa & definita .\n.nliﬁbmtmnisé_
dal fatto che uei suoi punti la dlw,. wy, 251 x4) asstine seeno uguale
a quello che TAfg) ha nel punto 4 ()

) 1 concetti-ed-i teorema diunzi (Asposti. hanno significato invariante
di fronte alio Erasformazioni pseudoconformi di S, ~ ossin di fronte
a quelle trasformazioni-puntuali di S, che corvispondono alle traxformazioni
analitiche sulle due variahili complesse {, y) — o, insieme ad - altri che
qui perragioni di spazio vengon omessi. risultano di ’valido\ ansilio nello
studio di tali n-jnsfornmzioni.
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Il ponte di passaggio fra le precedenti considerazioni geome-.

triche e le proposizioni analitiche che abbiamo di mira, & posto
dal seguente lemma, gii di per. s® non privo di interesse e di
facile dimostrazione.
- L’ insieme 3 di S, costituito dai puntz di singolarita (mon artifi-
‘ciale) di una qualunque funzione analitica uniforme delle due varia-
bili complesse x ed y (%), & tale che ogni iperplanoide che lo incontii.
lo sega Secondo un insieme denso (e cioé prive di punti isolati).

Da qui discende gia senz’ altro, come corollarie immediato, il
fatto noto che. I’ insieme J suddetto non puod comprenden punti
isolati e neppure linee isolate, dicendo- in generale che un sottoin-
“sieme I di J & isolato. quando I ed I — I sono Limitati (chiusi se-
condo Canror). Dunque 1’ insieme 3 & perfetto. e tale & pure ogni
suo sottoinsieme isolato. Segup inoltre che:

I/ insieme 3 dei punti. singolari di una funzione mmht@m di
due variabili complesse, non comprende alcun sottoinsieme isolato
cik\sm tutto al finito.

Un sottoinsieme isolato di J & intanto tale che nell’ mtorno
di ogni suo punto non cadono punti di J che non appartengzno
al sottoinsieme stesso. Ii' ipotesi che esista un siffatto sottoinsieme I
Autto al finito. conduce a contraddire il lemma, poiche:

Dato in uno spuazio S euclideo un qualsiast insieme 1 di
punti tutto al finito e limitato, 8i puod sempre trorvare in §
qualche iperpiano avente con I uno ed un sol punto in comune.

Fissato infatti arbitrariamente in S un punto proprio O, dalle
ipotesi fatte risulta che la distanza di O dai punti di T ammette
un massimo r finito. Nessun punto di I & dunque esterno all’ iper-
sfera di centro O e raggio #, mentre su essa vi & di certo qualche
punto P di I: P iperpiano che tocca quell’ ipersfera in un tal
punto P, soddisfa manifestamente alle condizioni volute.

Nelle nostre ipotesi esso sega J secondo un insieme che am-
mette P come punto isolato; cid effettivamente contraddice il
lemma, il che prova la verith dell’ asserto. Lia proposizione cosi
dimostraty comprende in partwolare il teorema HARTO(-b-LFV!.
secondo cui:

Una funzione amalitica dé due vam'abih' complesse, non Puo
ammetlere un campo lacunare tutto al finito.

(!} Qui — per brevith — denominasi singolare ogni punto in cui la
funzione non & olomorfa (comprendendo cosl come singolari anche i punti
esterni al campo di esistenza della funzione).
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Dal teorema @), in base al gia pii volte usato lemma, risulta
subito il teorema di Harrocs dffermante che: :

_ Se una fmozume analitica di due variabili complesse — definita
wm un campo a quattro dimensioni di S, — ha i swoi pnnii singo-
lari su di wna varietd a due dimensioni avente in ogni punio piano
tangente, questa varietd non pud che essere una superficie carat-
te _Qs_twa. : : :

Dal teorema b) segue del pari in-virti del lemma che:

Se una varieta-® a tre dimensioni di 8, & luogo di punii sin-
golari per. una fumzione analitica delle due variabili complesse,
quest ultima — nell’ intorno di un punto non planare di & — non
pud risultare olomorfa nella regione negativa deferminata da &.

. Siceome le V, a punti planari.non somn altro che gh lperpl.t-
1101d1, cosl dall’ ultimo teorema si deduce che:

“Se una funzione analitica di due variabili complesse & olomorfa
in un campo a quattro dimensiowi, tranne ¢ punti di una V, interna
al campo,.in cui. essa & singolare, tale V,; & necessariamente wn .
iperplanoide.

Da quanto precede si ha da ultlmo agevolmente che :

.. La frontiera ® (a tre dimensioni) del campo di esistenza di una
funzione analitice di due variabili complesse, determina nell intorno
di ogni suwo punto nom planare una regione positiva, la quale deve
appmtenere al campo stesso. o ~

..Cio si traduce in condizioni necessarie per la frontlera del
campo di esistenza di una funzione analitica di due variabili com-
plesse,; che si scrivono senza .alcuna difficolth ; esse furon trovate
perialtra via da B. B. LEvI, che ne ha anche dimostrato la suffi-
cienza. in..« piceolo ».- { '



