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n + oc, di quelle funzioni il-cui valore in certi intervalli diventa

- immaginario o non esistente. Poiche di tale appli wzione non mi
& occorso di far parola in alcuno dei precedenti miei seritti. penso
che non sia pér riuscire privo di interesse il darne qui un breve
cenno, mostrando in qual modo si pervenga cosi ad accoppiare a
due a due le funzioni i cui valori esistono- e sono finiti ¢ reali
in intervalli complementari, ed a ridurle quindi ad una funzione
uniea comprendente le parti reali dell’ uma e dell” altra

1. Il valore di una funzione diventa immaginario, o inesi-
stente, in quei punti nei quali ln variabile supera un certo valove,
o scende al disotto-di esso. ed in particolare. e questo valore o
lo zero, quando la variabile cambia di segno. venendo con c¢id o
cadere nell’'interno di un intervallo, finito o infinito. nel quale
cambia di segno umna certa espressione del valore dela funzione
che trovasi sotto un radicale di indice pari. o diventa negativa
I espressione del valore assoluto di essa. o

Ad esempio, i valori “delle ordinite della parabola « deHa
coppia di semirette rappresentate dalle’ equazioni

(1’ S P =
(1) : yseny=—uw

SO0 J'ispfétti\"amente immaginari ¢ non “esistenti nel s,«-mi.pizlvno
sgn -+ 1==0, mentre le ordinate delln parabola e della coppia
di semirette .

@) yr=—

(2149 s . ysgn gy = —

sONO immaginarie. o non esistenti, nel semipiano sgnao —1 =0,
~Analogamente i valori delle ovdinate . del , cerchio e del gua-

drato . R . o k&
3y _ Sl et =
By, S WUSENE A= Y SEN Y =0

“sono immaginari, o non  esistenti, fuori dell intervallo e <
mentre i vulori@vlle ordinate dell’ipevhole e delle due coppie di
semirvette v
o Ce i w’r’—;ﬁifz . .
“I’”' 4,‘ - L B ",“-

LRGN T — gy =1

sono-immaginari, o non esistenti, nello stesso intervallo.
‘I due -sistemi (1) o (2) sono complementari fra di levo ‘¢ cosi
Spurer i due sistemi (3) o (4); (,m&cun.i mppm dl funmom (-omplu-
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mentari pun (xxsero 1'1umta in una mpres\mm\ anaidica uniea ¢he
ha valovi reali ed esistenti da — oo a +-oc, e cid impedendp il
cambiamento dl’w;_,no che 5' verifica nel pdssagglo della. varia-
- bile per il valore zero.o . Si hanno cosi per la rappresenta-

zione complessiva delle anz’ 1otto coppie -di funzioni conjplemen-
tari le equazioni

5 A S o= xsgna

o - o T ysEny —xsgna -

wH- S e x?) sgn (12 — &) :

B) . ysen y=(r — @sgna) sgn (r — ).

Andlowamontp (l.{lle uqu.lnonl della lemms('at.l e della curva

ad essa (-mnplpmnnt.u-o oo ,
an. =Ty
107 . . P ‘!/,*:—'17 Vo — e

 che sono reali la prima nell'intervallo ' =% e la seconda nel-
l'intervallo & =, si passa alla equazione unica del complesso
delle due curve , .

(11) y=a\ (1 —ad sgn (1 —w?)

che conserva rispetto al complesso (7) la stessa proprieti delle due
Ceurve (10°), (107) rispetto a yuelle (3°), (4), ciod 1'ordinata di: ogni
“punto della (11) si ottiene moltiplicando per la sun ascissa la corri-
spondente ordumm di’ {7). & cid in tntto 1" tervallo — R

.

3. Come si wcorge, duto Ia (11) quauto la y; sono dei casi partl-
colari di un procedlmento generale che & il seguente ; date  due
funzioni 1 cui valori sono reali-in mtervalh eomplementarl

(12) ‘ g = F' . \/f(w)s
. 2n ..
(127) go=Flu, V1@

e che differiscono solo per il segno di una espressione sotto un
radicale di indice pari, si riuniscono in una funzione unica com-
plessivi da — oo a —+-wo col rendere sempre positiva I' espressione
sotto il radicale, ciod ponendo

- y=Flx Vi@ io..
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4. Segue dalla (13) una notevole proprieta delle funzioni del
tipo. di quelle (12) che sono reali in mtervalll complementarl Qe
infatti sono, ad esempio, .

(14 ’ Yo = f () =,\/ T—at, -
(14”) yi=fl)y=\aF—1
- due di queste funzioni, 1appresentant1 la prima- I'ordinata di un

eerchio che & realé per |x|< 1 e la seconda !’ ordinata di un:ipey-
._bole, che ® reale per |x|=>1, sn deducono da esse due funzmm

15) . Yei == V(l —x¥)sgn (1 -—w’) =1\ sgn (1 — a‘9) fe)
v.(lm) Yie = V(ao*-— 1)sgn (x*—1)y="\ sgn (a:’ —1) f(m)

reali e comcldentl fra loro per qualsxasx valore di x, ciascuna di
esse rappresentando il complesso delle parti reali delle (14) nel-
~ Yintervallo —o<, 4+ 0o, Ma poiche nell'intervalio };a:_gl nel quale &
Yeale y; & sgn (m’—-—l)—- —1 ed invece @ sgn (1 —a%) = =—1 nell’in-
tervallo x| =1 nel quale & reale Yi ne segne che mei detti due
mtervalh, si ha rispettivamente :

(16') ' . Yoi = if 420
(16”) . yic - ifr(m)

relazioni le quali mostrano come una grandesza reale y possa appa-
rire sotto forma immaginaria if(x), negl intervalli nei quali in f(x)
» contenuto implicitamente il fattme immaginario 7, cosieche il
‘prodotto @f(.t) riesca reale.

3 Le.(16.) e’sp’rimono la mnota proprieta che il rapporto fra
I'ordinata di un punto del cerchio e quélla ‘di un punto della
* iperbole complementare avente la stessa ascissa & uguale all’ unita
immaginaria ; dal che segue chiamando s (x), (s,(x)) il segmento cir-
colare (iperbolico) determinato dall’ arco del cerchlo (dell' 1pe1bole)
il cui estremo ha per ascissa @, che : »

1

an | o jsx'x)_—:i"vx*%-‘_,1d¢, )
) L ey = J\/l—ar B

- ed u.gglungendo al doppio dell’uno e dell’altro il doppio del trlan-
golo avente per base 1’ascissa e per altezza I’ ordinata, si ha per
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. i due doppi settori, clrcolare &d 1perbohco corrlspondentl ¢he 1nd1-
cheremo con 9.(x), z{(x)

(189 oul®) = ey + 28,(x)],
(CE T oi(ar) = i[ﬂv‘y,.- + 28],
rOVVerO . » :

(19) cpc(ﬂv) = 9g,(),

(197) ' @) = io f).

Ciob -esiste fra i settori circolare. ed iperbolico 1o stesso rapporto
“che fra le ordinate del punto estremo-dell’ arco che li definisce ().

Gia da cid apparisce I’opportunith di mettere in evidenza nella
. notazione il valore dell’ ascissa x dell’ estremo dell’arco, opportu-
_ mith che risulterd ancora meglio da quanto sard esposto nei para-
graﬁ seguentl ’

6. Se invece delle equazioni particolari del cerchlo e della
1perbole si fa uso di una delle due equazlom complesswe (15)
chiamando seno e coseno circolare-iperbolico (iperbolico-circolare)
_ Pordinata e I’ascissa di un punto determinante un settore’ @A),
(¢:()) si hanno evidentemente tra il seno e il coseno, e le altre
funzioni circolari-iperboliche, le relazioni seguenti

(20) , cos? g () + sen’ v (x) sgn (‘oc:'2 —1) — 1,
(21) sec® ¢ {x) + tan® ¢, sgn (@ —1) =1,
22) - €08 29,(x) = 1 + 2 sen? g,{(x) sgn (w0 — 1),
23) A 0o ,,(x) = Sen ¢,,(x) sgn (@ — 1)dy;,(x), v
.24 d ta>n qa,c(w) = (co8? g, (X))~ dy;.(®) = 1 — tan? 9r SN (X7 — 1)d<p,c(x)
Yo da

V(e —1)sgn (@ —1) oo %(w) sgn @' —1)+ G,

e le altre analoghe che si ottengono accoppiando a due a due una
relazione fra funzioni circolari e la corrispondente relazione fra

" funzioni' iperboliche.

Le relazioni complesswe cos) formate comcuiono con le rela-
zioni fra le funzioni circolari, o con quelle-fra le funzionf iperbo-
liche, secondo c¢he il -valorc assoluto dell’ascissa a dell’ estremo
dell’ arco determinante il settore & minore o maggiore di 1.

(!) Vedi in 8. GiNTHER, Die Lehre von den gewohnlichen und verallge-
- meinerten Hyper belﬂmktwnen, al § 5 del Cap. I, pagg. 16-24, la storia di
questa relazione.
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7. Pud accadere infine di dover prolungare una funzione- in
modo che sia essa a percorrere per intiero l'insieme dei valori
reali da — o< a 4+ oo, Ad esempio le due funzioni ’

(267) y=re"
@6") C—y=e,

sono tali che mentre la variabile percorre tutto I’insieme dei va-
lori reali da —co a + oo la prima di esse varia da 0 a —+ o,
percorre 1 insieme dei valori positivi sgny —1=0, e la seconda
invece varia da — oo a 9, percorre Vinsieme dei valori negativi
sgny + 1 —=0; esse'percid possono essere considerate come com-
_plementari.

Qui la grandezza che cambia segno, determinando 1'immagi-
narieta della funzione, & il valore della funzione stessa (*). Ma il
procedimento per impedire tale cambiamento ed unificare le due
funzioni :(26) & sempre lo stesso di quello innanzi indicato. Si ha
infatti in

(@7) y = sgn yerseny

- una funzione gy che pud assumere tutti i valori reali da — o0 a 4-co -
ed @ tale che coincide la (26') nel semipiano delle y positive dove
le a sono i logaritmi dei numeri positivi, nel mentre coincide con
la (26”) nel semipiano delle y negative dove xsgny sono i loga-
ritmi dei numeri negativi, se si conviene di chiamare logaritmo
di un numero reale y il valore reale del prodotto xsgny che
viene fornito daila (27). Questa convenzione & giustificata dal fatto

che la funzione y definita dalla (27) gode delle. proprietia espresse
dalla relazione

e
(28) . flee,, sgny,)f(@,, sgn zmzf(wl SgU 4, + X, SN Yy, SENY,Y,)

equazione funzionale che eomclde con quella della. funzione espo-
nenziale

[ I f(x,}f(x,):f(:w1+9¢z) o L

quando si prescinda dal segno che la funzione pud assumere.
Dalla (27) risulta che ad ogni numero reale dato corrisponde
un solo logaritmo, mentre ad un logaritmo, dato in valore e segno,
corrispondon numeri tali che 1'uno & il reciproco - dell’ altro
o di segno o - ' L

() Un caso .mdlog_o ¢ quello considerato nel pleLedonte mio seritto

sulla fungione f limitata ad a ¢ b. [f]b in questo « Bollettino », anno IX,
n.” 4, Ottobre 1930.
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Infatti facendo (%:xz}:‘qc e 8gnq ,': — sgn1f, 1" equazione
tunzionale (28) mostra che deve aversi .
(30)- o fley, - 1)ﬂx1:-“1):f(0. —1)

cioe il logaritmo del prodotto dei due numeri & zero ed essi sono
dl segno contrario ¢ quindi se il valdpe assoluto di uno @ ¥ quello

1 . .
dell’ altro & 7 Geonwtrwammm» la (27)\significa che il logaritmo

inveee di esser definito come valore dyll'area di un segmento
della iperbole ordinaria. & definito come \valore dell’area di un
segmento dell’ipeibole . o0 '

81) yesgnar—=t,.

simmetrificata vispetto all asse delle x, e che i limiti dell’inte-
grale invece-di essere 1 ed x sono sguax ed 91: si ha cio¢ come -
definizione del logaritmo

82) : ]()g —~J doc S

=Zh

definizione che & valevole in tatti i (:asi tanto per valori positivi
quanto per valori negativi di = (V) '

() L' unificazione dei lognritmi dei numeri reali positivi e nu_mtn' o
stato indicata al Congresso di Milano, dello scorso Settembro, della Societi
Italinna per il Progresso delle Scienze in una comunicazione nella quale
ho mostrato.anthe la contimuhl geometrica dei due rami delle (27) me-
-diante una proiezione su di nn cilindro, la qlmle rende huche ovidente
una. periodicity, wenle, della funzione. . -



