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Su una classe di curve dello spazio a quattro dimensioni.

Nota di AuLrssANDRO. TERRACINI (a Torino).
Nimto.. - fii questa  Nota si’ studiano aleune curve dello spazio a quattré
dimeusioni che, in un certo senso, sono analoghe alle ewrve dello spazio
wrdinaria. Te, eni tangenti appartengono a wn complesso limeare. . . -
1. In una mia ricerca: Sulla riducibilitc di alcune particolari
~corrispordenze algebriche, attualmente in corso di stampa, mi si &
presentata una classe di curve dello spazio a quattro dimensioni:
intorno a quésta classe di -curve vbrrei fare, nella presente .Nota,
alenne: osservazioni. Le curve C in questione somo definite come
segue: in uno spazio a quattro dimensioni' S, consideriamo una retta
fissa m e un piano fisso = non incidenti: per la curva C si do-
manda che la retta » condotta per ‘ogni suo punto.(#) a incontrare -
la.vetta fissa #e e il piano fisso = giaccia costantemente entro il
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relativo iperpiano osculatore (%) Osserviamo- subito che una tale
, curva soddixfa- anche contemporanmmonte alla proprieta duale,
perchd il piano congiungente Ia retta » con la retta ()= ha, ri-
spotto ally stessa curva C, un compoxtumento duale rispetto a
quello della reita » (cosicché a partire da ogni curva C, la curva
duale ne fornisce gia subito un’ altra, che in generale & proietti-
yamente distinta da essa).

", Le curve che soddisfano a una definizione analoga nello spazio
ordinario sono quelle tali che per ogni punto della curva, entro
_il relativo piano osculatore, passa una retta appartenente a una
conguenza lineare generale fissa; ora tali curve, come & ben noto,
non sono altro -che le curve appartenenti a un complesso lineare
{contenente la congruenza lineave fissa). Ma, come vedremo, nello S, -
le cose procedono altrimenti: / .

Assumiamo la piramide di riferimento per le coordinate pro- -
iettive x; di punto e I, di iperpiano {i==1, 2, 3, 4, 5) in modo che
i vertici 4, e A, stiano sulla retta fissa m, e i rimanenti vertici
4,, A,, A, stiano invece sul piano fisso = Se lungo la curva cer-
cata le coordinate di- punto si esprimenoe in funzione di un para-

metro { mediante le formole x; = xif), ece., posto > = %‘; ecc;, la

condlzlolw a cui deve soddisfare la curva C ¢ evidentemente
.

£ () 0 o 0
. .0 0 wofl) wfl) ()
) X L B L A U R (B A ]

N X TR R i
UL "fz' W ow ey
Assumem“l'o x,_-l o 11 parmnetro t eguale a x,,‘lu {1y dlventa

i

, ‘ 'x,it) x,(f) 1 11 T A
) ‘ o) w,(H) x"(t) =
S R GRS TY

Assumendo sempre %y =1, ma lasciando arbltr.-um Ia soeltn del
parametro ¢, 1a (1) si scrlve invece
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In base a una qu.wlunquv di quwt« uqu.mmu p. es, .1|I.z (I),
Ia (h-tm'mumnonw di tutte le. (‘lll'V(‘ C si viconduce a qu.uiraturt':k
invero, vunmderando la (1) come un’ equazione differenziale lincare
nella fuuzlone lllbO{,mtd z(H. mentra le rimanenti funzioni wAt)
snmo date, la conoscenza dei due mf(-gr'nll p.uhml.m aglf) - gty
e .z's(t)__;ﬂf) permette appunto -di ottenere Iintegrale: generale
mediante quadvature. ‘ e

’ Gemnvtrlcamenfv pun .uoro lllf(‘l'l'\\(‘ l.| € lthln/,/.u,lmw dvllt‘ .
s qnmtmm- dal plmto di \mtn do-ll.n geometria della retta.
posto - es. (.1‘.1 I A I g u];nnqlw (1) si t ml‘m‘ma

-
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"Infnttl wisto? (he ka’ (45 & invariante lhpvtm ai cambiamenti defb-
pmasmetm tosiepud tave §— 0wl o Lt () dost p.\rtlml.mw.ltd
in_hase a considerazioni ovvie di geometrin analiticn elementare, .
© h*nuto conto che il wronskinno delle tre funzioni ., (f). st rif)
non ¢ identicamente nullo. equivale alla (2). In base alla (4) la
carattevizzazione  cercata ¢ questa (): per oyni punto P odella
curea C consideviamo 11 () complesso liveare di rette éle contione
la vetta tangente in P.insicme con altre due rette tangenti conse-
cutive. o con tutte le vette appoggiate alla vetta fissa m e al piano
Jisso =2 ebbene. il pidne’ oscidatore: alla curen C irel ,mm‘n P con-
tiewe sempre il wm‘u» i qm’\h: complesso- (3.

2. Mu~ il fatth  pin notevele ‘rélativamenté alle curve ¢ sentbid

visiedere nella seguente trasformazionn- i, eni esse danno luogo.

A Rivordiamo -che nello spazio. a _quattro - dimensioni un complesso
lincare di rette ¢ formato dalls rette conténute nei piani che da un punto
© Fissn teembro del mmph»sw) proiettano un nulm.um wnuplc-\\u hm»m-v -
vettee di uno spazio o tre rhnwlhmm. P P . p .
%1 Questo complesso & unico. ln\um. e ne ('\lhtiN\('lu |||f|mt|. a eia-
seano di ossi si .lpplwhmdﬂw Yliesto n~ull,14m daltio lato ne seguirebbe
I"appartenenza di tutte le vette targenti deby curva €7 a ecomplessi lineari
fissi_vontenenti alluM tutte le rette |ppuu;_|.m- .xll.; rétta m o al piano %

il che, come osserviamo nella nota seguente. non B p(b\slbll('

#) Pereid non possono’ [ér retid. .mumill della¥enrva - appartenere a
un complesso lineare fisso. contenente tutte Ii" rette appoggiate a-m e n:
se noo i piani osculatori della € passerebbevo per un punto fisso.


paraqiet.ro
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Fawlamo per le coordinste di punto, e .risp. di 1perp1ano, z, =1,
%, =17 e osserviamo che fra le coordmate di’un punto. () della
curva C e le coordinate £ G dell’lperplano ivi osculatore mtercedono
allora le relazlom

) \ T :z =%
6 L+ u“’c 5_.,%#0
i Cro+iEy vl i =0
') 2 iy v i e =0,

’ " E;x o 4+ E'm‘HI + 55“’5”, =0
Alle 17) si - possono sostituire le _
: A \E,:c, +Elx4 + e =7
(7) O Ew + 5= + &'xy’ —-0/
ﬁ;a’a + 5w/ +§-“’"~—'0

Ora, in virth della (6), le sei quantlta Xy, Xy, X5, 3,50 &y in o
dine opportuno, si possono interpretare, in uno S, ausiliario, come
coordinate p. es. radiali omogenee di una retta. Questa, al variare
di ¢, ‘descrive una rigata che la seconda frale (7') dice essere una
sviluppabile (non cone, né piana,- come si vede subito). Adunque,
introducendo in quello S; coordinate proiettive mon omogenee, .
p. es. di punto, X,;, X,, X, la rappresentazione parafietrica dello
spigolo di regresso della sviluppabile porta a mtrodurre tre fun-
zioni di {, e siano. Xi(t), X(8), Xs(t), tali che :

A Rxa Xz, 3. - ‘ R,'.._(X.X )45)
@) o Rey=X, o (9) = XX ),
c o lme=xy T I,

dové R(t) & un fattore dl proporzlonahta Dobbiameo. ancm-a tra- -
~diirre I pmma e Vultima (7)) medmnte le funaiom X. Quelle due
formole danne risp. : :

(10) o~ W(X,’, X X,)-—-—R’r, :
— demgnando col primo membro della (10) il wronskmno delle
tre funszioni Xs(t), X, X — e ,

o X X, X |

B Xaf X, X
R' . XII Xu . Xs”
. R" Xal” Xn/. X/u l
La (11) & dello stesso tipo 3),- salya "1a- sostituzione delleilettere
maiuscole alle minuscole, e conduce .cos} a una nuova solugione

(11) =0
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‘del pmblema zulzk a r\,l vur\ 0 C, ddtd la (*oxt.mto .u-lunalm che

siintroduée mell’ mtegra]e = J Rdt) Le (8} (‘)l (tmmo z‘lumfue

una trasformazione delle soluzioni della (1): in questa trasforma-
zione vale inolire la (10) ‘) L’Pﬂpl‘ehsl()ll(‘ esplicita delle X,(8),
Xih), Xy{t) risnlta '

2.4 ¥ 7
X, — gl — 5% ,r,x,—.c,..v .
Vg T T T T .
(xx)s5; ’ WJU e
. 14 z 7 z
- Wi — Sy S ‘”4 *%
‘\‘ . o Bt = A 2 D2

mvnn-v R «i ha p01 da una qud]uuquv fra le 18}, 0 (9.
" Anziche le 8), (9), =i possono fra la curva C ¢ un'altra ana-
loga () px'vflssare le formole Adi trasformazione un pod piit generali

‘st ,—' .1'3 T ’ - ’ : ; 1;53 =(.l! x’)r .

i8) o Sty =, L9y TE,,.-:.,(QEJE

y ' Se, = . -

dove S, T sono funzioni: dif da determinarsi: cercando v, a <
si frova facilmente p. es. :

’

- £% N L34
.1'5 frey 74\5 —+ < '“",3 = 7A5 —+ - 5, s
: (') (xx )ss
‘du\n T= 1“ :S. Ora i pud_ssupporre wnm aleuna ro\tuzmm- che
it voeffici ontl di 7 m queste due- espressiond siane disuguali, co- -

sicehd @ =o0; ¢ le (8), (9) — conservando per R lo stesso valore
e HOPFa.0- anché moltip eindelo per una inexsengiale “dostants’ -
_ dvbitiiria n — ocondiicono per- h\ fmeformazmnv vam‘a ai{e fm--
mole ) ) R B
(12) ) .is =X, =X, wy= .XS, »-':n]f -
con’% coxtante, dove i valor di X,, X, .X sono quelh wopm «Iv-

A

terminati. Per la nuova trd%formamono la (10) diventa

“0” i "V({l'; .lg‘ . x5)= — ’;'?A,r?,r:

\ ) Considerando Ja- (11) vome un’ equazione differenziale nella funzione
“incognita “R(t). ¢ designando_allora g¢on R,(f) lmteglale particolare_R({)
Mmﬂdr-mw nel testo, - “Fintegeale. generale risalta R- (R -Ash ) By con
cepstanti arbitvavie, . oo Lo L S L TP S
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3. . Prima di. passare all‘nlt:-rprptdnolw' rmomptmca, notinmo
ancora- un' altra formola: #nzitutto le (9) pc'rmettono di p()rro o

(H) Xy = U(tNeE’ )45 o X, = U(i)(::’),,. Xs—= I/(t)(::’)M
dove i) & una funzi(mo da detvrmumrhl’, o —ullm'a le (8) danno -
o R=UWE, . 5 S
D .lltm lato 1a pmmn dvllv (7) diventa .
Rr=—1 W(.s. Zes -5) .
cosicche o : N
(14) L et Ifr- = \l 55+ %4. %)

Paragonando con (10°) risulta fr:l la enrxa (' iniziale e la curva C
trasformata Ia velazione :

“,,)) B H'{.';'}.' W) ?_3 Wiz %, s,) S o
SR = =n R o

(Mwnl.um) ora (hu fl\\dt] nellu S, uli:l ifetta 4. e piano = (non.

incidente  ad exsat) O um iperpiano y passante per =, coi guali,

come & l)()\\ll)lld‘ in infiniti modi, faceiamo coincidere risp. lo spi-.

golo "llxl,. il piano 4,4,4, ¢ la faccia 1,4 AA. della piramide
di riferimento, 1/\ endosi (luo curve qlldlSlulll\l rviferite fra loro C
o C* 1~-|pprc~~c~ut.|t<- pa unvtru-amvnto I'una come inviluppo e 1" altra
come luogo dalle '

I ..§p1-essi¢)1u-
w (.ra o ag®), Wik 4 G

v
Ly E Z S

i 2

(16)

risulta inv. umbllv 1~1sp9tto ai (-ambl.lmenh del parvametro e si
lters solamente ’ per un fattore (Ohtﬂan al variare del ~1\th-l dl

viferimento (%) fpmj(*lw que.\to si’ trovi nelle condizioni ora (Iem»‘

") Pl'(-( 1\.nnmm-. meuumu]n snllqa (-nul'dm.lh- i di punto Ia sostituzione
lineare : s
Rt T MR S YO S TR | .
l a'z*—(c,_,:/.;4 iy -+ ALy, - (i =3, 4.5)

ilknwovo valore dell’ espressione (16) si desume da quello originario molti-
plicandolo per ’ :
gy My Ay,

gt ey gy ”4:.}"

Gy gy sy g

Questa espressione non & poi che il prodotto di alcuni dei-consucti inva
rianti assoluti relativi alla sostituzione lineare considerata.
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rmpetto atvh elementi hssn ", =. P«m-u‘) dwmmo bra\ 0nwnte
che (16) & wn invariante simullaneo relatwo delle coppie di. punti
corrispondenti delle curve ¢ e C% 11 mpporto di due espressioni
(16) & dunque -un carattere geometrico proieltivo (mvawame 880~
luto/ - degli eleimenti di curve a eui quetle aupr»ssmm si rlfm'lsvono,,
insiome con Ia retta me, il piano = o I‘iporpmno /s o

Cid posto, concludiamo: siv. dula una  curva della rlusse
studiata in questa Nota. insieme con la retta fisse w e'il piuno
fisso =. Fissiamo in_modo arbitrario an’ iperpiano 7 pussante per =,
Esistono allora: () ~* altye curee della ‘medesima classe 'C, relpti
“alla sfc'ssu retta fissa m e allo stesso piano fisso =, viferite alle
eHrra m:zmlv (-mscmumlc'llo quali, ¢ sin C, soddisfa alle soyuenh
. condizioni : , , - , -

chiamando Ve P dué punti corrispondenti delle due curve,

1) PP si proiefta dalle vette. wm sl piwno = uwello stésso punto che
& traccia, sie qiresto piano, del piano osenlatore alle C in V; o, ¢id
che & lo stesso. la_retta fangente alle curea O in P si proiethe nella
vefta tiaccia dello S, oscalatore alla curva C wel pinto P — la
quarle traccia eontiene il punto P, proiezione di 1 esequita di w
s = —;3 20 il punto dove la vetta hmq:-uh' in U ora pominata’ in-
contra Iipexpiano fisso y si piroictla proprio” nel punio 1, ¢);
3) U invaviante rvelulivo (16) caleolato pev punti corr ispondenti delle
curve ' ¢ C & eostende lungo queste due curve ("| :

(%) Dipendentemente dalle costanti -arbitravie © o w0 che ]-uuupﬁimnz
. ] .
nelle (12) « dalla costante di integragions in », ‘rdf.
0 ) . F) . N

) Lo condizioni 1) « ; tradusena evidoitomente 1o @), (8),

p-, o ma;ufm—tu l.umluum defa «'mulmmuu By, du noi” gui -Aaunu-;ma'
mppw 4, upse . vin fa u-lmmuu shoee it u»lln. Mutxm{
m«lmanu ptl ‘-myuh mum‘* Fvi i quwsti‘mw (ummrtonvnli i un mm-
,,hsgm lincure mhm ne? o congraenzic Hnvage fim-m. vome si & detto in

pumlpm Adelln g\"t"' dove con. pusizioni analoghe w quelle qui adotiate ri:

sult ghiy costunte Poesiressgone andoga poes sl pumerators dolla (16).

) ,l"l‘ f‘(}ﬂ v (:lll"ﬂ!




