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Su una classe di curve dello spazio a quattro dimensioni.

Nota di Alessandro Terracini (a Torino).

Santo. - In questa Nota si studiano alcune curve dello spazio a quattro 
dimensioni che, in un certo senso, sono analoghe alle curve dello spazio 
ordinario, le cui tangenti appartengono a ira complesso lineare.

1. In una mia ricerca: Sulla riducibilità di alcune particolari 
corrispondenze algebriche, attualmente in corso di stampa, mi si è 
presentata una classe di curve dello spazio a quattro dimensioni: 
intorno a questa classe di curve vorrei fare, nella presente Nota, 
alcune osservazioni. Le curve C in questione sono definite come 
segue: in uno spazio a quattro dimensioni consideriamo una retta 
fissa m e un piano fisso non incidenti : per la curva C si do­
manda che la retta r condotta per ogni suo punto ($) a incontrare 
la retta fissa m e il piano fisso * giaccia costantemente entro il 
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relativo iperpiano osculatóre (E). Osserviamo subito che una tale 
curva soddisfa anche con temporaneamente alla proprietà duale, 
perche il piano congiungente la retta r con la retta (|)-r ha, ri­
spetto alla stessa curva C, un comportaménto duale rispetto a 
quello della retta r (cosicché a partire da ogni curva C, la curva 
duale ne fornisce già subito un’ altra, che in generale è proietti­
vamente distinta da essa).

Le curve che soddisfano a una definizione analoga nello spazio 
ordinario sono quelle tali che per ogni punto della curva, entro 
il relativo piano osculatore, passa una retta appartenente a una 
conguenza lineare generale fissa ; ora tali curve, come è ben noto, 
non sono altro-che Je curve appartenenti a un complesso lineare 
(contenente la congruenza lineare fissa). Ma, coinè vedremo, nello S4 
le cose procedono altrimenti.

Assumiamo la piramide di riferimento per le coordinate pro­
iettive Xj di punto e ;f di ipoi-piano (i 1, 2, 3, 4, 5) in modo che 
i vertici Aj e At stiano sulla retta fissa m, e i rimanenti vertici 
A3, A4, A. stiano invece sul piano fisso ±. Se lungo la curva cer­
cata le coordinate di punto si esprimono in funzione di un para­

metro t mediante le formolo x,- ~ x^ eoe., posto x- ==■ ecc., la 
1 d* 

condizione a cui deve soddisfare la curva C è evidentemente
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Assumendo sempre xt ±z 1, ma lasciando arbitraria la scelta del 
parametro t, la (1)'.si scrive invece

0 xjt)
â r «9 «49 _
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dove r = x/(t).
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III base a una qualunque di queste .equazioni, p. e,s-. alla (l), 
la determinazione di tutte le curvo (' si riconduce a quadrature: 
invero, considerando la (1) come un’ equazione-differenzialelineare 
nella funzione incognita mentre. le rimanenti funzioni xttf) 
siano date, la conoscenza dei due integraci particolari r,tikj
e jc5(t} = xi\t} permétte appunto di ottenere Id litografo.generalo, 
mediante quadrature.

Geometricamente, può avere interessi» la caratterizzazione delle 
curve ni questione,.dal punto <li vista «lidia geometria della retta. 
Ora. posto p. es. (.r;r |RA — x^xj - .rrr/. la relazione 11 ) si trasforma 
nella ,

. ... bz (xx {xx |53 I •«’,<* 134 .
(.rx")ls (.r.r"|45 .\xx”}*4 ; -

|4) , = o.. ..
' ç - IÇ « 11« I45 (•«'•« I- 3 î « « I34

Infatti, visto (die la (4f è invariante rispetto ai cambiamenti d«d 
paraqiet.ro t. si può fare t — . x., 1 : la (4) rósi partiéolarizzata,
in, base a considerazioni ovvi«* di geometria analitica elementare, 
(» tenuto conto che il vvronskiano delle tre funzioni x4\t}. xJd) 
non è identicamente nullo, equivale olla (2). In base'alla (4) la 
cai'atterizzazione cercata è questa (*): per affili pulito P della 
corra C consideriamo il p) complesso lineare di rette ehe contiene 
la retta tan (fente in P. insieme con altre due rette tangenti conse­
cutive. e con tutte le rette appoggiate alla retta fissa m e al piano 
fisso -. ebbene, il piano osculatore fitta curva (' nel punto P con­
tiene sempre il centro, di questo complesso p).

2. da iI fatto più notevole relativamente alle curve C sembra 
risiedere nella seguente trasformazione a, cui esse danno luogo.

Pi II ire» rd i a ino <di<» Ili'Ilo spazio a quattro dimensioni un complesso 
lim ala» di -rette è formato dalle rette contenuto noi piani dio da un punto 
fisso [centro del complesso) proiettano un ordinari«» complesso lineare di 
retto di uno spazio a tre dimensioni.

p) (Questo complesso è unico. Invero, se ne esistessero infiniti, a cia­
scuno di essi si applicherebbe «presto risultato: d'altro lato ne seguirebbe 
l'appartenenza di. tutte le rette tätigen ti dolhi curva, /' a complessi lineari 
fissi contenenti altros'i tutti» h» ret-t«» appoggiate alla retta in e al piano 
il «dio. <;ome osserviamo nella nota seguenti», non e possibili».

th Perciò non possono le retto tangenti delbr curva f appartenere a 
un complesso lineare fisso, contenente tutte le rette appoggiate aiweuK: 
se no. i piani osculatori della G* pass<»roì>ber<> por un punto fisso.

paraqiet.ro
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Facciamo per le coordinate di punto, e risp. di iperpiano, xt — 1, 

— 1; e osserviamo che fra le coordinate di un punto ix) della 
curva C e le coordinate dell’ iperpiano ivi osculatore intercedono
allora le relazioni
(ù) . ' xi
(6) $4X4 ^bXj u 0

I . r 4- ?.,»/ 4- 5>/ -» A«à =^0
(7) •** ’i35/' .-*■

' r" 4- 4- ?à"' 4- ?,a!.'" — ft.

Tilled?) si possono sostituire le

?r *^3 *4 X4 Xr>---r
*•” M ^4 “+■ ^5 æs ~ 0 I

' 5 /z I ? ? ^zy» ...... A’3 ^3 'M æ4 + >5 *5 -----"

Ora, in virtù della (6), le sei quantità x3, #5, ;3, ;4, ;5, in or­
dine opportuno, si possono interpretare, in uno S3 ausiliario, come 
coordinate p. es. radiali omogenee di una retta. Questa, al variare 
di t, descrive una rigata che la seconda fra le (7') dice essere una 
sviluppabile (non cono, nè piana, come si vede subito). Adunque, 
introducendo in quello S3 coordinate proiettive non omogenee, 
p. es. di punto, X3, X4, X5, la rappresentazione parathetrica dello 
spigolo di regresso della sviluppabile porta a introdurre tre fun­
zioni di f, e siano X3(t), X4(t), X5(t), tali che

e Är,=Xl', , 1 iK, = (XX%,
(8) • Rxt — Xt, (9), — (XX')„,

= A -JJK5 = (XX%,

dovè Ä(t) è yn fattore eli proporzionalità. Dobbiamo ancora tra­
durre la prima e l’ultima (7') mediante le funzioni X. Quelle due 
formols dànno risp.
(10) - TO, X4. X5)=-Ä’r, 
— designando col primo membro della (10) il wronskiano delle 
tre funzioni X3(t), X4(i), X5(t) —, e

o X, X. X,
E R X> X* n
’ ; R ■ X," X," X,", ~

R" X,'" X/" X5"'

La (11) è dello stesso tipo (3), salya la sostituzione delle/lettere 
maiuscole alle minuscole, e conduce così a una nuova soluzione 
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del problema ^anzì^ a -oc1 curve C, data la costante arbitraria che 

ni ‘introduce nell’integrale Xì Rdt^. Le (8|, (9) day no dunque 

una trasformazione delle soluzioni della (1): in questa trasforma“ 
zione vale inoltre la (10) f). L’espressione esplicita delle X3(t), 
X4{t), X5(f) risulta

Y _ ~ >4X3 ___ ’5 X3 X$
3 {XX'}^ {xx )34

Y ___ ~~ _1_ ’3 x4 ~~ ^4^3

4 {XX )3< {'XX )<5

Y _  Xy>3 ^3X± _ 5 ~ *?*L?4
5~ (^)45 “ " <^1

mentre /tf si ha poi da una qualunque fra le (8), o (9).
Anziché le (8), (9), si possono fra la curva C e un'altra ana­

loga (■ prefissare le formolo di trasformazione un pò più generali

~ xz • “ \x x I45 •

|8 ) . bx4 _z x4. (9 ) . J ;4 — (x x |53.
Sx5 =± ' " 7 Tl- ±= \X X' }34.

<love S, T sono funzioni di / da determinarsi: cercando .r3. ;r4^ x\^ 
si trova facilmente p. es.

-, , , X-Ç? .
Xt    ”Ag ~4~ ~ . ,v —— "At H~ ~ •

(xx l45 {XX )-3

dove t — T ' S. Ora si può supporre senza alcuna restrizione che 
i coefficienti di t' in queste due espressioni siano disuguali, co­
sicché t' — o; e le (8'j, (9 ) — conservando per R lo stesso valore 
dì sopra, o anche moltiplicandolo per una inessenziale costante 
arbitrària n — conducono per la trasformazione cercata alle for­
molo
(12) x3 — tX3 , xÀ ?X4 , x5 — tX. , r — nR

coli > costante, dove i valori di X3, X4, X5 sono quelli sopra <le- 
terminati. Per la nuova trasformazione la (10) diventa

(to') 'Wka- ^4- «5j== —

.'Considerando* la (11) come me equazione differenziale nella-'funzione 
incognita Pp). e designando^ allora con H6(t} F integrale particolare ^(t) 
considerato nel testo. Fin ingrato generale risulta R ~p con

,«‘ostanti arbitrario. t ,



PICCOLE NOTE 229

3. Prim a di passare all’interpretazione geoïïietrica, notiamo 
ancora nn’altra forinola: anzitutto le (9) permettono di porre
<t:n x,= WV)«. X.- tAWlw . X#= 'Ws'k. . ’ . 
dóve U[f) è una funzione da determinarsi; <» allora le (8) dannò

/ 4 n= U*'W$9, ;4. ;5).
D’altro lato la prima (Ielle (7) diventa . •

/ ;4. ;5).
cosicché .
(141 Q. ;j.
Paragonando con (10%- risalta fra la ciirvaJf* iniziale e la curva C 
trasformata la relazione

I j -. ìì l’r3 - J,4 - ^.->1_ ?3 M'Ug ' ' rd
“ n V

Osserviamo ora che. fissati nello S4 una retta m. un piano ~ (non 
incidenti» ad essa) e un iperpiano x passante per -, coi quali, 
coinè è possibile in infiniti modi, facciamo coincidere risp. lo spi-.., 
golo ÀHI2. il piano A3AiA5 e la faccia A^A^A^A. della piramide 
di riferimento, a/vendosi due curve qnalsiansi riferite fra loro C 
e 0* rappresentati* para metricamente 1' una comi* inviluppo e l'altra 
come luogo dalle

?,==;,•(/). = #,•*(/). (?! — x* — U .
f espressiom*
,1(.. Hr(.r3*. j-f, a?5*). iy(;3. ?4. ;5I

risulta invariabile rispetto ai cambiamenti del parametro t. <* si 
altera solamente per un fattori* costante al variare del sistema di 
riferimento (5). purché questo si trovi nelle condizioni ora detto

(5) Precisamente. eseguendo sidle coordinato .r, di punto la sostituzione 
lineare • > .

I H(12 . X2=-lh 1.
ï tri s= «à afjf4 -è. ' (/ —3,1. ò)

ik nuovo valore dell'espressione 
plicandolo per

«ii3 :

(16) si desuino da

«33 «34 . «35

«43 «14 « 4Ö

quello originario molti-

«7.3 «54 «55

Questa «espressione non e poi che il prodotto di alcuni dei consueti inva­
rianti assoluti relativi alla sostituzione lineare considerata.
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rispetto agli elementi fissi m, ", y, Perciò diciamo brevemente 
che (16) è un invariante simultaneo relativo delle coppie di punti 
corrispondenti delle curve C e ('*. Il rapporto di due espressioni 
(16) è dunque un carattere geometrico proiettivo (invariante osso* 
lulot degli elementi di curve a cui quelle espressioni si riferiscono, 
insieme con la retta a-, il piano - e fi per piano /.

Ciò posto, concludiamo: sia data una curva C della clause 
studiata in questa Nota, insieme con la retta fissa ni e il piano 
fisso 77. Fissiamo in modo arbitrario fin iperpiano / passante per 
Esistono allora (*) altre curve della medesima classe C, reljdive 
alla stessa retta fissa m e allo stesso piano fisso riferite alla 
curva iniziale, ciascuna'delle quali, e sia (\ soddisfa alle seguenti 
condizioni: ’

chiamando P e P due punti corrispondenti delle due curve, 
1) P si proietta dalla retta in sul piano 77 nello stesso punto che 
è traccia, su questo piano, del piano osculatore alla C in P : o, ciò 
che è lo stesso. la retta tangente alla va rea < ' in P si proietta nella 
retta traccia dello Sa osculatore alla curva <’ nel punto P — la 
quale traccia contiene il punto P<, proiezione di P eseguita da ni 
su » —; 2) il punto dove la retta tangente in P ora nominata in­
contra V iperpiano fisso / si proietta proprio net punto Po (•) ;

r invariante relui ivo (Hi) calcolato per punii corrispondenti delle 
curve (1 e C è costante lungo quéste due curve (M).

(f,| l)ip<*nd«tnh*ni«*nb- dull«* «ostimii arbitrari«* t • • u «dn* <*miipnioii«» 

indie (12) «• da Ih» costanb* di ii»h*grazioi»<« in ct | rdf.

(7) L<* condizioni 1) <* 2) li »»dimoio» <• vid<*tHmn<*nh* h* (K').
p) È nianifo.sta l’analogia d«dla «ondizioim 3), da noi «pii enunciata 

p»*i* convenienti « oppi»* di «*urv«* C. «*«»n la i-ida/J<»n<* di«* si Ita indio spazio 
ordinario per lo ringoi«; <-nrv«r ivi in «picsiiono (appari« a« nii a un « «un 
plesso lineare conh-nent« " Ja congruenza lin« ar«; fissa. «*om«e si < »li tio in 
principio -«Idia .Notai. d<,vo con posizioni analoghi* a «podi«: «pii allottai«* ri- 
salta già co.-t;mm 1‘« -pr« analoga p. « s. al numerator«* »lidia (Hip


