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PICCOLE NOTE : o 221

Su aleune trascendenti intere I¢ eui’rﬁqliei séparano
quelle della derivata,

Nota di TELESIO? VorvE-RINONAPOLT (a Livorno).

‘Bonte. - L’Autme ‘estende. la proprwta che hanno le radici delle funzioni
tntere .semplm di separare quelle della def wata, ad altﬂe Hasst di
funzmm mtew ;

\

L

Le funzioni trascendentl mtere sempllcl o aleuni altri tipi di
traseendentx lntere a rmhcl reali hanno la’ proprietd che tra due



. 222 . POLLETTINO . DELJ,A UNIONE MATEMATICA ITALIANA -

101'0 radici non aventi segno diverso & compresa. una sola radice
della derivata (}). . , : '
- In questa nota estendo quella propmeth ad ultn tipi pilt gene-
rali di funzioni @i genere finito, che non 'sono stati considerati.
TeoREMA 1° (3) — Se la fumzione trascendente. intera flx) di

ango p dispari ha tutte le radici ¢, reali ¢ il fattore esponenziale
x00P+14- B4 Y opP 143

v

_ esterno e con <x<0 8 realc e'y=>0, tra dué sue
radici consecutive non aventi segno dlverso (') @ compresa una
sola radice della derivata.

Supposto che la fle) abbia amche una radue nulla & ordine m
si ha:

L)
\

i) = ew? FLABeP - yar Tt 4 B g H(1 -, w)"'\";?*ﬁktk -
h=1 S G
Derivando si ottiene:
%) pﬁ L=ty om 5 1
=(p-+1 S A G e T
i) " @ F Cant Ui e

Ora se % ¢ v sono due radici reali distinte ¢ non nulle di f'(x),
si deve avere: -
»

pﬁ p—1y ~ 1
(P —+ 1)1 +- ’U’ + 1,p+1 ) 2 ch (v —_ ch) 0
e
pﬁ L=ty omo ot
(P + 1)1 + u‘ + u"“ + 2 cp:p(‘“ — C,J =0

Sottraendo ¢ sommando le due ultimg eguaglianze si ha: -
ut ot .,ep-m Jgptl

- pp = + {(p— lh g SRy yors Syl o
‘ 1

w0 B e —a) =

" (1) LAGUERRE, « Compt. Rend. Ac. des Sciences », tomo 94, 1882, pag. 635;
CESARO, < Compt. Rend. Ac. des Sciences »,_torho 99, 1884, pag. 26; -« Giornale
di Mat. di Battaglini >, tomo 22, 1884, pag. 191 ; VivanTi, « Giorn. di Mat. di
Battaglini »; tomo 22, 1884 pag- 243; « B.endleont: Tstit. Lombardo », tomo 32,
1899, pag. 569 ; Eleménti funzioni analiticke, Hoepli, 2* ediz:, B 160, pag. 203.

¢) VWANTI, Stato -atituale. Teoria funzioni intere. « Atti Soc. Prog.
. Scienze >, 1909; BIEBERBACH, « Encyclopedie der Math. Wiss. », Band. I,
3 A, 1909-1921; VALIRON, « Mémorial des Scienc. Mathemat. oy fase. 1T, 1925.
) Una delle quali pud esser percid nulla,
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o .
Y L AT L ok IS 120§ G
Ap + 1+ ph A p -ty e O
W ’ ’ wtpt - B T S P
- o 1 .
al L
b (n+l)2, . 22‘,_*__1”.»“ N
Ch (" - € "" - 6,} P lch" e~ )0 — c,) o.
Eliminando s e o pinolvendo, i i
s , i H . Stoottiene:
i~ c,u — ¢ e —c,)
- . 4 U e gy T
Pt ‘¢’ (¢ N0 — c) p+ 1 nroMu - )

o Ora se e » fossero comprese tra lluP radlu (’nnmecutlvu di flx)
non; .nc-ntl seEno diverso, I" eguaglianza pre( -edente sarebbe assurda
pgl}ejgl}; avente il 1" membro positivo_ (per essere p dispari od (u - )
(rr2-€,) > O per qualungue &) ed il 2° membro negativo (perehé uv > 0,
%< 0, Ve pdispari) o nullo (se 2 = v ="m=0); cid prova. lu tesi.

NoTa. - Questo teorema -comprende” come easi . particolari
quelli noti delle funzioni semplici, di quelle di genei-e I e quindi
anche di-quelle di genere 0 che - com’ ¢ note — si. possono porre
sotto forma di funzione di genere t. ’ :

TroreEMAs 2° — Se la funzione trascendente infera

r st

ﬂ-‘ y—= c""'r”'II( ) K=t ’“"- .

dove 2x) == @t e auet V0t e U 4, et e, -t e b -
v b, .;'1"’ T b,,_,.r +b,. di rango p e genere po+-n pari, con:

u',; ‘a,.’ AL’ FEN :ﬂegdﬂw o unlh 4, ., veale eby, by, v, b, positivi

o nalti; ha tutte le vadiei l'(*a;h, tra: due sue radici (*onser*utwe non

. aventi ségno’ ‘eotitrario «-omprt«a ima sola mdlw- dplla ‘derivata,
' Dvrl\'ando si trae:

R el BT I . -1 N = Nt —3 : 4 24
) W f”mw P = 2 e (o 2
' < e -
(p 2)1) 20,_, m 1
+1p+1)u,_,+ :r T :_l—.;.fr‘mp‘_l +x”‘“+hﬁ,'t’v,;’°(w*’—i6,,)'

2 . N +

Ura si riconosce che-mentre x cresce tra due radici consecu-
tive di flr) non aventi segno contrario, il secondo membro dell’ ultima
eguaglianza ha .(per le ipotesi fatie) derlvﬂtd sempre negativa ¢
yuindi ‘viria decrescendo sempre da + oo 'a —os e poichi £7(fx)
lia, nell’intervallo considerato, segno costante risalts che ‘tra le
due radici cade una sola radme_dl fix). . '
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Nora. — Mi sembra non privo d’inferesse osservare che alecuni
risultati da me stabllltl precedentemente ") umtl a quelll conse-
guiti in questa nota conducono al:

TeoREMA 3° — Le funzioni trascendenti mtere, con radici c,
tutte reali e diverse da zero:

. g o
, —_ x4 fr ( L\ 7 ke,
® =t [T(1—5)e ¥
. . ater -
con p dispari, x reale ¢ >0 e: - o
v N \ I-: £ ) ’ <
@ e O\ ke,
RN S et | (s

eon %<0 e 8=0 hanno la propmet& che anche la loro derivata
ha tutte le radici reali ¢ che tra’ due radici della funzione, con-
secutive e non aventi segno dlverso & compresa una sola radice .
della denva\ta i :

“Infatti per la (1) il Teorema risulta contennuto nel Teorema H°
del mio lavoro citato e nel Teorema 1° della- presente Nota.

Per la (2) il Teorema risulta affermato nel Teorema 1° del
lavoro citato e nei Teoremi 1° e 2°-di questa” Nota (secondoche p &
dispari o padi). ‘ -

AL 1. V()p‘,PE-RI&()NM«)M, Sulle radici della: derivata di alcune ira-
scendenti intere, questo « Bollettina », Aprile 1930,



