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. PICCOLE NOTE . ) 2_17,

Sull’ equazione di Fredholm. nel eampo complesso,

Nota di Rapt Bapescv (Cluj — Romenia).

" LM egunazione di seconda specie di FREDHOLM. che oggigiorno
& divenuta elassica in virti delle sue numerose applicazioni, pud
essere estesa anche nel dominio- complesso. Essa si pud scrivere
sotto la: forma, dz) osse«ndo la-funzione incognita. I
o h(z) - “]uz. syl>(s)ds—~—*!(z)
PR S A v ,
dove I'integrale & estesa ad un arce continuo di curva C. chiuso o
wo: In (uest’ equazione, K(z. s) e M{z) sono funzioni date, regolari sul
dominio cliinso D, limitato dalla curva C nel primo caso, o conte-
nente 1 arco C nel secondo cawo,- cid qualungue sia s sulla C per
il nucleo K{(z, 8). Il cuso dell’arco aperto C pud essere ricondotfto
a yuellp clasgico di FRFDHOL\[, effettuando un cambiamento sulla
variabile s, 8= H({), tale che all’ arco. C corrisponda univocamente
il segmento (0, 1) dell’ asse reale. La funzione H(#) essendo sup-
posta olomorfa su questo segmenfo, sard altrettanto della fun-
" zione K[z, H(t)]. Possiamo .allora introdurre una nuova variabile u
~definita dalla relazione z— H(i), e ponendo '

D[ HEo] = b ()
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dove b ()& la nuova funzione: nu~ogn1t.s, sawm«u-mndoth all vqu.l-
zione di FrREpHoLM ' ‘ o

LN 7~‘;,_I\'| HQwy, Hit] - H(E) & ghdt = W] Hiw)|

0

per la quale i tre teovemi ;_r, ‘nt.ulnlm d.l quell’ \utm-n- SONO
validi. ' o

I caso di umi curva chiusa C & pid complicato perche: se il
nueleo K(z.'s) @ olomorfo in s sul dominio I, qualungque sin z appar-
_tenente a questo: dominio, 1integrale del primo membro dellagtyo
nulla, ¢ allora la risoluzione del) equazione (1) (Il\vntd [illusoria.
Dobbinmo quindi \upporr(- che- |T nucleo 1\‘(.’:’. %) .munoffu mw{
singolarith nell” inferno di ¢, pur assendo olomorfo quando z ed s
vengono sulla curva ed_& precisaiiente b scelta di gueste sin-
golarith che vende il problema cost difficile. '
. Nel Dicembre 1929 () abbiamo studiato un’equazione funzio-
nale che si presenta nel problema del Govrsar velativo alle equa-
zioni con derivate parziali di second”ordine, del- tipo iperbolico:
in un ciso particolare che & stato.oggetto di alcune nostre Note (3.
tale equazione i pud. mettere sotto ka forma (1) uwtilizzando inte-
grale di Cavcny. Soltanto nel Luglio del 1931 abbiamo preso co-
noscenza di due articoli dovuti ai sigst PINCHERLE @ CINQUINT (%)
nei quali essi studiano delle equazioni integrali de’la forma (1),
C essendo-una curva chiusa. 1 metodi applicati def questi Autori
djffnris(umo essenzialmente dal nostro;. essi: CORRELY N0 un Ca-
rattere  Jocale dal guale cercheremo. (Ii"ljheraroi utili7z.mdo Je:
“ricerche ben note gei sigt Faror e Junia (4 sul. prohlm:m ge-
novale dell™iterazione, ricerche, d'altvonde, posteriori, s gquellp del
Kig, TNNCHERLE. - G - -

In q'umm Nota  voglinmo. estenderve i teovemi classici dol
® nfn)um‘\l ad unacclasse assai generale. di Pqﬂ-lZlOl]l mtvgmh
del tipo (1) che vomprelmlv .m(']w lp vqu.izmln oonsnlor e dal

pl\l nERis o dal CINQUINL
{

(‘i < -Xeadénrie Ro’vnlu- do Bolwlque ».-.)-""W série, t, ‘\""". pag. 1062
et ~m\.mt\. RO ’ ’ -

MNER! omph-.s R«-ndu\ iy l’zm\. t 191, 1)4["'9h 4’8 6t 480,

() SN RIE. « Rumlu-ouh Age. Scienze », Bolmrml.‘-l‘ﬂ H16. vol. XX
«f. (1\(‘;1 J\I. “ Bnllnlhnu Tnione.. \[atom.ltwa ltdll.nm »ooamnoe IX, no 2,
1930, p.w‘. 63, ‘ : ; .

P Voir G, oy, « Jmn-mll o .Tli()ll!'“h* », 8-ome sﬁri(*.'tomo 1. 1918,
pag. 47. . ' : ’



PICCOLE NOTE

Consideriamo i segueti nuelei |

my ity
- . 1w K ,,(z. 8) K,z s)
@ Kew=, Z o @ (y)],,,n_ 2 e ——0(~)j"+"

Ny,

_ K. fz 8
_____J_l’ 2 (
+§ 0@

dove . le 04z) sono delle Funzioni mzumah, olonmrﬁ- sit tutto il do-
-~ minio ehiuso D, Timitato dalla curva ¢, o talt (ho le teasforma-
zioni ) : : : :

®) : z; = 0fe) - o= 1 2.

ammettano un solo punto attrattivo { sal /. \uppmlmldﬂ tutn i
ln—ltlph(-at(m N4 JwT' néi TllTo ZOTO, AVIeMO

=% - 0% ~1 =120

In quanto alle funzioni K, 4z 5), noi le supporremo. per il
momento, continwe rispetto wd & xalla curva C. :

Siano D;.i dominii immediati d"atteazione relativi a .0 che
corrispondono alle trasformazioni (3). Qudsti dominii hanmo una -
parte comune semplicemente connessit A, contenente il punto 7 e
appartenente a ). Supporremo nel seguito che la curva (" appar-
tenga interamente al dominio A e che tutte le curve () ottenute
applicando alla ¢ ciascuna delle trasformazioni (3), siano comples

_tamtmte llltPl‘]lP allﬂ . ll primto ’; sarh .|Ilom mwh eRNO mtonm
’ In qnest» mutllmom v'[wm b F mtmrrnh- dx I’\(?:. sl prosa hm«m
la €, abbin un senso, hisognerd supporve che 1é fuizioni K,
siuno ‘olomorfe Yispetty & z wul™D o rvinpotto “al s sub- dmmmo*
chiuso' A;, limitato dalla curva corrispondents ¢ ().

Le ipotexi fatte non sono troppo restrittive, specinlmente U ipo- .
tesi che { sia un puanto h\xo per tutte le trasformazioni (3). In-
fatti, supponinmo. che’ cid- non sin ¢ c¢he 0(z) anmmetta un punis % LR
interno alla C, come punto fisso, In questa umtosl perd;- i termini
di K{z, s) che contengono 9,(z) al denominatore, possono’ diventare
infiniti su C, ¢id che ci obbligherh o deformare In curva C per
lasciare all’esterno il punto ;. E anche m questo Caso non.xi pud
parlare & unicita dellu soluzione.

(1) Queste fmmom soRo mwhg olnmorf« nhpelto all’ insieme (lc-llu due
variabili sul ' 3;. .
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Precisati questi punti, sostituizmo nell’ equazione (1) il nucleo
K(z, s) con la sua espressione (2). Integrando. tevmine a termine le
somme che vi fignrano ¢ tenendo conto della formola classica

F(syds
F‘)’)(m' ‘)TQJ(S ( .:.l'yﬂ 1
: «)
AVIEMO
J L L [P7[KL 2 sw»(s»l
4”0) o )\ " 1.7 .'
V4 P8t |
p—~0 8= "..(~l
My » > sl s) N ’
N LK. "i‘—;‘“'”fﬂ ;:‘If(g)
()P 8 & =0,42) !

ossii ordinando seconde. le ('k-?l‘i\’a,tt"'(‘l'(‘.\'('l}llﬁ i -d(z). otterremo
iin” eguazione funzionale della forma

m, : e,

W b =21} BT O[] - e 31 Lo [amllu W(z).
p—O p=0

lw -espretsioni de]le nuove funzioni I';_,(2) sono date dalla re-
lazione
W
,(q );)[y 0‘ ”

N R
qu(q pt ! ’
dove, K,,,,(... 8) & la prsime derivata di. K, (2, 8) m\pvtto ad s,

Per poter estendere la proprieti dell unicita alla \()llll;l()ll(’ .
uniforme tl»{z) dell’ vqmamone 1) rlnpettwnmentu intorno all’ origine
del-piano J e al punto.}. bisognerd supporre che. Io funzioni 1°;_,(2)
{le. quadi sono o\'ldvnwmente olomorfe su Dy, :ﬂnmetto;m . svi-
lappi t.n loriani-intorno al. plmto ¢, analoghi a quelli del (‘|\Q( INI,

,,a(z)*: Z (,(~~’r/

o In qumtef(-ondlmmu Iu flmzlmw dvtormm.mtv (h i*‘nrnHm‘M
l)t/) funzione intera di 7, .|mmette come zori i pmm dellii sue-
cossione )

. | . N

M= ey ' o m
§ #i—1). (i—p+-1) - ~ 7
3 gy Z“ o e
pr=r . s p=

(i =0, L)
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in cui supponmmo 1mp]wltdm9nte (-he, se i & lllfPl‘lOI‘P a la

- " .
J .
somma cornﬁponil%,rntu X ‘sfarz‘i;'”sosﬁtuita da 2 , tutti gli altri
. =9 : . p=

termini venendo a sparire dall’ esprpssmne di 2;. Questo Vrixultat(‘)
pud . essere ottenuto utilizzando ‘le n(,erche del. Cl;NQUIN e osser-
vando che l’ operazione effettuata su (I!(z) nella parentesi del prlmo

P ™m;
J

“membro (lelln @), & lmea,rc1 rispetto- alle somme X ('he definiscono.
p_A

delle- operazioni analoghe & quelle del (A\'QUINI Si pub del resto,
giungere agli stessi risultati, applicando all’ equazione (4) il metodo
adoperato da noi nelle Note citate con (}) ¢ (3 nella pagina 218.

_ Possiameo. ancora estendere i teoremi classici del FreEpHOLM
& delle categorie pitl generali d’equazioni integrali del tipo (1),
per le quali i nuclei K(z, s) sarebbero rappresentati da wric- uni-
formemente convergenti in z ed s rispettivamente su I} ¢\, serie
dedotte dalla (2) facendo tendere verso 1 infinito uno almeno
degli my oppure- Vindice ». Bisognerid percid fare certe ipotesi
supplementari sulla convergenza di tali serie o sulle funzioni 04z).

:In ‘an’altro articolo ritorneremo su tutte queste questioni come
pure su una generalizzazione dell’equazione (4), W(—‘ll(‘l‘dllZ7leOllt—‘
che permette di fare uno studio piit largo delle soluzioni ‘corri-
‘spondenti, non solo nella, vicinanza di. un punto fisso,.attrattivo,

- bensi anche intorno a dei punti misti e wripulsivi. Va osservato

che il metodo adoperato da noi si presta anche nel caso dei cicli (*).

Possiamo ottenere lo stesso risultato se al posto del piano z
introduciamo la sfera-del RIEMANN. le funzioni 0,{2) essondo sol-
tanto ranonah eul ]) '

-

) Vegg-ls1 lu nostra nliima Nom ‘nei < éom}iféé Rendus » Paris.
vol. 192, pag. 599. : ‘

t



