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%tabillta‘a, ed instabilita delle associazioni biologiche.
Nota di BF’PPO TLEVI (2 Bologna).

Sunto, - 1. A. mostra che talune ipotesi di gznemht& #mposte dal VOLTERRS -
nelle deduzioni della sua « Teoria. matenmtwa della lotta per la vila »
somo superflue e che si pud enunciare senza eccezioni che condizione
necessaria affinché una associazione biologica possa sussistere indefi-
nitamente nel tempo, con oscillazioni limitate nella sua composizione.
& che le equazioni dello stato stazionario animettano una soluzione in
numeri positivi. Conclude con alcune osservazioni inforno al problema

" della condizione sufficiente.

) 1. Nvlle sue interessanti ricerche sopra la Teoria matematzca
della lotta per la vita (1) il prof. Viro VOLTERRA suppone abitual-
mente come infinitamente poco probabile, e quindi trascurabile agli
effetti della ricerca, I’ annullarsi di talini determinanti, i’ quali &
ben vero che ‘ngn si annullano per valori generjei dei loro- ele-
menti letterali; per cui dal punto di“vista matematico il caso del
1oro "annullarsi deve comsiderarsi come eccezionale; meno vera
pare questa affermata infinitamente piccola probabilith dal punio
di. vista biologico. Basti osservare che, come nota il VOLTERRA
medesimo. (%, nell ipotesi che le specie conviventi si distribuiscano -
in due gruppi I’ uno dei quali divori I’ aliro, memtre le specie di

‘() 8i veda il volume di gnesto titolo, fase. VII dei « Cahiers Scionti-
fiques.», Paris, Gaunthier-Villars, 1931; ovvero la Memoria: Variazioni e -
fluttuagioni del numero d’ individwi in specie animali conviventi, in « Mem.
della R. Acc. dei Lincei », 1926, e nel « Bollettino del R. Comitato Talasso-
grafico Italiano », tomo 129, 1927. .

" (}) Théorie mathématique de la lutte pour la vie, pagg. 50-51. (Citeremo
nel seguite questo volume brevemente con « Théorie »).

™
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dascun gruppo sono indi i fra di loro, il detto annullame
ein grupp indifferenti fra di lovo, il detto annullamento

_si vorifica tosto che i due gruppi constano ‘di numeri di specie

differenti. Non & d’altronde necessario giungere a tale spetializ-
zazione : basta che le specie conviventi si distribuiscano "in due
gruppi, Puno dei guali formato di specie indifferenti fra loro, in
numero maggiore di guello delle specie dell’altro gruppo (questo
constando poi di “specie  fra loro. indifferenti oppur non) -perché
tosto i} suddetto annullamento si verifichi. : T .
1/ osservazione ha anche altra imp'ortmwa : offettivamente la
distinzione delle « specie differenti » & evidentemente abbandonata
al biologo ; per il matematico essa compare qumdl come un dato

a priorf o-come un  fatto m‘rmtlvo non’ carattvmnato da alcuna

definizione traducibile’ in relazioni cmalitmhe.‘ ne segue che, dal
punto di vista della f:POl‘l.l- matematica. nessun ostacolo ssi oppor-
rebbe alta distribuzione degli individai di una stessa specie in
;:ruppl da assumersi come specie diverse: orn & da ricordare che
it \ )m‘r KRA- enuncin - proposizioni ~notevolissime m'lle guali ha
ihzjone essenziale l’lpotpm che il numero delle hpm-w “costituenti
l-wsno;.mmne sia " pari oppure dispari; & chiaro che 1o xdoppm-
mento delle specie sopra accennato rende illusovin ‘questa - distin-
zione in assdciagioni d'ordine pari e d’ordine d.pari, secondo la
terminologin del VoLterrA. Il vero & che il sudd Ho sdoppiamento
fa passare dal caso generico del non annullamento dei determinanti
di. ¢ni si e detto, al easo eeccezionale in -cui tale annullamento si
verifica ;. apparentemente dungue si sposterebbe il problema mate-
matico res .a,ndo invariato quello.biologico. .

Lu mspoeta a queste oswrvamom e Al dlmondo vstrmlldmvuto

bzh @ effettlvameme ,fmperﬁua o;».,;on ~poch9 modnfwazmm #i vagios
namenti- del VQI:&FRR,A, wi possono portare le sne conclusioni alla
m;mplet.«s «rpnomlltn. B quanto qan vi- proponiamo di. mohtrau-o ;

b L o ) I e

R imli«amhmmu 1\;’, -1\"'2 v N i nume.r_i degli imli\',idni.-dellu;siu-
gole specie .conviventi al tempo 7 per unith di volume, pii esatta-
mente - le densiti-relative di detle specie, il .VOLTERRA . scrive. fra -
le-dette ‘funzioni di ¥ (nel--caso non-ereditaiio che. qm Ni (-unsldurd)

il slst@ma di oquazmm dlffo'rmwn.th .

d)’_t‘ s

(r‘:‘_- 1 2,00, nv)"

dove le 6. k.. a, ‘sono delle costanti (precisamente abbiamo seritto
-k, nl posm del termine ¢, B, nelle eqfiazioni del VorLrErRRA). Mol-
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tlphcando ciascuna equazione del slstemu per una '“d"tvrmmata @,
e sommando, si ottwm-

: dn '
(2'_\ B ] dt ,,.a; [()gN *”’“»kvx,*“)“a,(h,x )N

11 caso in cui il determinante

Heaj=0
& studiato a fondo dal V()I:‘I‘ERRA (') ¢i conviene qmndl supporre
" senz’ altro
' |ll',,‘|’ =0,

In. questa ipotesi, si pud d«-tmmmaw un nlstema di valori non
tutti nulli per fe g, tali che

A ‘3) . xra‘sv':;r =90 . " = 1. Linesey n).
Ponendo atlora in (2) x, =pe

— X, ke, =B,
si ottiene. integrando,

NI NP2 N e = o™

ossin, indicando con #,. y,.., #, le densith iniziali (al tempo t1=0),

e NV \Bio1 [ NG\Bs2» N \Bu2, v
” (o (.. (e
- 1 2 ‘n /-

Conviene distinguere i due casi B4=0 ¢ B=0.

Net primo caso, con {— oo, il 2° membro di (4), ¢ quindi anche
il 1% tendono a 00 u oc; I’associazione biologica & quindi insta-
bile ed evolve verso. la scomparsa di qualche specie (anche nel:
'ipotesi che qualcuna delle _density N, tendesse a oo perche. fisi-
camente, non pud una delle specie crescere la sua densiti oll;ro un
certo limite, senza la scomparsa di altre). :

Nel secondo caso (B = 0) la (4) diviene pii pwusanwnte

»,
e fornisce un vincolo analitico fra le demsita "delle varie specie:
vincolo in verith assai poco espressivo, considerato a sé. Invero &
da notare che i due casi B==0, B=0, a priori, non si escludono
. vicendevolmenté : precisamente se p & la caratteristica della ma-
trice ||a,, ||, si. otterranno sempre n—p—-1 relazioni indipendenti

() Rmssumeremo in segmto le conclusnom valide anche in guesta
ipotesi. :
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dente dalle predette, della forma 4 ovvelo della forma (5) secon-
doche il mstema dello stato stamona.no -

® : %0g. =k, Cr=1 2, %)

hq;solumone ovvero ha soluzmne
In: questa conclusione rientra il caso gemerico ||a,. ]]4:0 che
“miomentaneamente si ers escluso dalla nostra- considerazione. poiche
allora il sistema (6) ha sempre soluzioie ¢ si ha sempre una rela-
zione della forma (5). N )

Cega ,Osservnndo che hasta lp presenza di una relamone della forma (4),

- één B==0, per eoncludere r mstabl]lta del sistema, si ha mt:mto la

proposmone generale :
Qualunque sia il-valore del determmante |, |1, ccmd@zwﬂe ne-
-eessaria _per la- stabilita dell’ associazione - biologica ¢ che-le equa-
 zioni gello stato stazwnano ammettano soluzione. )

N . 3. Seguendo da vicine un ragionamento del’ VOLTERRA, pos-
siamo ancora stringere ulteriormente questa condizione necessaria
;nostrando che le. equagions dello stato stazionario debbono anmvmet-
tere tma soluziane in wumeri tutti positivi. Invero (') da (U si ha
integrando :

_/th

N
ST —1—<{5,ilog.f—-_~—k +2a'.n _i——; -

gh issmiaﬁane bmlogmz & stabxle (1 qumch il-valore di ;}; resta

v

pl-'l; ogm valore i t eompreso fra due nu,mem fmltl. I e
{ﬂ'/l <L,), si pud, prendendo 3 suftmze;ntemente elev ata;.‘;“,’

d ere =8

‘t|

. log ~—‘ <%, essendo s, numen positivi: albitmriamentp '

» pw(-nh d’ altronde per oglu valme assegna,to dl t, i JZ\« dt é un’

namero. dcttprmmata emnpreso fra l X: L - ne - segue per ;LOlltl-‘

,)’

. . VOLTFRRA, Theone, pagg 49-50 La dlffelenza fn.n il . I'agl()-i
n.mwnto del testo ¢ quello del VpLTmmA sta nel fatto ‘che 8 evita qui’
2

v Jpoiesl [as, [[:}:0 come pure quella. dell’ gsmtenva di lim 1 Nsdt

t-——oot
. 0
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nuith {1 che il sistema
Sy, — k.= 0

e almeno nna (ed eventualmente infinite) soluzioni soddisfacenti
alle condizioni 0 < I, <<q. < L,. ’

4. Si o pud illuminare da un altro punto gquesta necessitic del- |
U existenza di soluzioni positive del sistema dello stato \»t.l/h“l.u‘l() )
Se indichiamo _con 5. un sistema’ di numeri t.lh che o

‘.\.:,, I.",.a',_ =4
¢ in (2) poniamo .k, =5, otteniamo integrando.

' ,
SR ) Nt

o m(ﬂ% (Sepes e
Co\m, 7, "\, T . K

N K

. N

l’m(hv le N, non ‘possono mai diveniie negam\e. questa vqlm-
zione contriddice aila stability del ~1ste|u.n l)mlo"uu. tosto che Nic
poss,gmo determinare per le 5. un .~1§t+-nm di valori per cui tufhx
le 2¢,.s, abbiano lo stesso segno infatti. in t.;l,c:m»i ol tendere f
ad oo, 0 si debbono trovare intervalli di tempo comunqué lunghi
in cui tutte le N, restano comungue piceole. ovvero' il '_)_“‘nm’mln-u :
di (7) tende a 0 0 a o<, ) .
Orbene si vede facilmente che mmll/lmw ue('vsaauu e .su//l-
“ciente perché non esista wn tal sistema di valori (l('/h’ 5. & che il
sistema. dello stato sfa’zomum sm n.sol: 11»119 ihoaeemery
stesso seg JNO. ) e
) Invero. mdlcan(ln -ompre con p la ¢ ittvii\ﬁc:i (ﬁ*lld )
t};il' §a$, 1, (_p<u) la soluzione generale deNe vquazwm dello stay
\tazlmiarm {ehe por ipotesi qlmo» esistore affinehd il pmblom,‘; .lt_
tuale si pml"'l) sioesprime nella fornm :

L

(8) Qx S (TalaV i "'2”-" e s — s

assegnati.
D .llt,l'l parte, se, si uulwanu CONJfyy Ygouior 3, W numeri. qua-

lunqu:x la condizione affinchi il sistema

doxe, Ie 1, SONO arbitravic o lo q,s sono invece numeri

E,,k‘,x, =0. ‘.‘;,q,s,_x,, =1, s=1

R
(') Dalla esistenza di sohizioni del sistema 0= Syusrts— kit < € L =<<y.<1;

per valori di e arbitrariamente piceeli. 1l ragionnmento ‘si completa senzi
difficolty medinnte « seelte snceessive » facilmente regolavizzabili. -
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ammetta soluzione nelle x,. & che la matrice -
el
Ey k . k, O

i
"»"n My o hy, Y

i“n gy e Uy, Y
1
1

i
| t
! a,, - ("uz RN M :; Wy l

s

abbia la stessn éaratteristion ch quella che se me oftiene abppri-
mendo P ultima colonna, Tenendo conto della espressione. (6) per
le k. ¢ della espressione (8) per le ¢, eid equivale: a dive che le gy,

. . n
(9) - S’x(‘\':t!"'lqu}yt - 0

“qualangue sinmo le u, (I 1pot931 =1 pub sempre farsl i causy

della omogeneltu) v

Noi voglmmo che le y, non possano essere tutte dello stesso
segno. Ora, se si considerano le w come- parametri, (9 l'apples(-ntd,
nello spazio an—1 dimensioni di coordinate omogenee ¥, . Y- Y,
un sistema lineare di iperpiani: ogni sistema di valori detle ¥, che
soddista a (9) qualungue siano le 1, rappresenta an punto dell’ asse
di guesto sistema lineare: il chiedere che queste coordinate non
possano essere tutte dello stesso segno equivale a dive che il detto
asse non ha punti interni all’ n~edro fondamentale delle coordinate:
si potri allora far passare per questo asse un 1perpmno che purp
non abbia. punti interni al detto n-edio. : i

I/ equazione di questo iperpiane sari della forma (9] con con-

" veluentl valori delle u, (') : ‘essa deve avere tutti i suoi coefficienti

dello stesso segno (perch® non pud essere ‘soddisfatta da ‘valori
dellé y tutti dello stdsso segno). -Risulta’ cost provato ché esiste in
sistema di valori dellp qs fornltl dalle (8). ohp sono mm dello

sterso segno.

5. Lia proposmlone dimoa;trata ne! n® 4 @ un po’ meno precisa
di quella del n.* 3. in quanto afferma soﬁtanto 1'esistenza di solu-
zioni di (6) tutte dello stesso segng;:senza precisare che questo
segno sia precisamente +. La cosa & anche naturale se si osserva

) Analiticamenté, una particolare equazione (9)- " ebefficionti neces.-
sariameinte tutti posmvl (o nulli) =i ottiene eliminando # —p delle varia-
bili g, fra lo #—p + 1 equazioni che si ottengono da (9) prendendovi tutte -
meno una le #; nulle, Se p:=n, (9) non dlpendo da alum pammoho polu
niea oquanone & gid quella cercata. . ’
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1

che nel 123 si & utilizzato il fatto che le N, sono (asintoticamente)
tutte positive e limitate, - mvntré'nel nedsic e lli’l]lllatﬂ wlf.mm
che esse sono (asintoticamente) tutte dello stésso ségno.”” :
. 'Dal punto di vista dell applicazione biologica fa cosa si’ com-
plota osservando che le equazioni (6) dello - stato stazionario now

“potranno mai avere soluzione formata dit numeri tutti negativi

tosto che esista: una specie (almeno) soltanto divoratrice (non divo-
fata) o soltanto divorata (non divoratrice). ‘al che si arriverd cer-
tamente sempre estendendo convenientemente I associazione biolo-
gica (ad es. includendovi qualche vegetale).

6. B facile vedere che, se non si fanno ipotesi particolari
sopra i coefficienti v, nulla si pud dire sopra le condizioni suffi-
cienti per la stabilith dell’ associazione biologica : plfe'ﬂi ' v
da-wi’ che, quando & soddisfattala condizione nocessaria -
dimostratu, una associazione in cui le densiti inizinli~'s()(ldiisfi'n(»,
alle equazioni dello stato stazionavio vesterh invariata nel. tempo.
¢ quindi sard sens altro stabile : ma pud darsi che h.n\n alterard
di poco quanto si vuole le suddette densitih iniziali peve i 1 -l,\';i()-
ciazione evolva verso I acerescimento illimitato di qualeuna o di
tutte 1o specie (caso biologicamente assurdo). 8i pud osscrvare che
i ragionamenti del Yorrrrra per Uipotesi che ¢gp = — (6 por -} os,
si applicano mediante varianti évidenti indipendentemente dail’ an.
nullarsi 0 meno del determinante ;@ | i ed anzi richiedono soltanto
«he e forma quadratice NaseXsXe SIG nuti pusn‘uu. hi questo citso
dunque U esistenza i soluziowi positive del sistema di_equazioni
dello stato stazionario & condizione uecnesarm e su,//:-u-enf{e per li
stalnlzm dell’ assocw muc. . R - | =

smente, va

sopri



