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* Sulla funzione primitiva di una funzione razionale. -

e Ngtg die Tao Broaan(a Milane), R S

Sunto - 'Si dd wia condizione necessaria ¢ sufficiente perché la funzione
primitiva di una funzione razionale sia mzwnale K Vespressione (i

wn ramo uniforme. delly. funzione pummw, indipendente. dalle ddeter-
minazione delle radici del denowmaiatore della funzione razionale.
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Ci pl‘dpoma.mo .di dimostrave che condizione ndcessaria e suf-«

ficiente pere] he la funzione _primitiva. di (l)(x) sia r:wlmmle o che sia .

60:0.
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e di’ dare un® vhpw%mno‘della pmmltwa (mzmna]u o m,) (lLtb(a')

mdlpentlontp dalla determinazione delle radici di Fx).

B noto che se ‘¢, by somo le » padici distinte del polinomio
F(:r) % B.. i loro ordini. di moltiplicith. mentre - -
P=(r — ay* Wor — b -1 ...
= (= a)(axi’—-‘ln;.; T

dato un polinomio fley di grado e, si pohsonn sempre. (letel-mm(u(.

i polinomi II, di grado m —n, N di grado r — 1 al pitv, M di arado

W — ¥ —1 al-piti. per modo che sia

b= Fm ="-+3* i

lm o

fe) N d (V)

non solo; ma, comte fn “osservato da HERMITE. calcolaré 0o nf,

P senza- risolvere Uequazione Flay==0. Ove sig N=0"f
terminazione delln funzione - primitiva-di ‘I’(a‘) pud dunque vendire
_vesa indipendente dalla risoluzione déll’ equazione Flxy=0,
Be.non ¢ N==0 il metodo. fradizionale &i integrazione ‘délle
funzioni razionali. che rvisale al [imiBNITZ, solo trasforma- il -pro=
blema dell’ integrazione in un altro. in generale non risolubile.
L. Supporremo ‘> m: e, ‘poichd sé 1—'—;1'11,:’1 la funzione
primitiva di ®(x) non pud o\wr(- razionale, . —m = 1, .
¢, L e
) = 4
=g b
oswrvundo “ehe e formolo ¢he dd,nno la demvatd fn =esinea (h uny
tunzione di funzioné permettono di esprimercx il coeffmlente c,, dol’
terrmine genmaln (Iello \\'ﬂuppn Psphcltamento m fmwlmw di

. ao. a,....'. a,,. b(,. I:, vy Bie S
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E ricordiamo che, ].14 fmlzmne _.mter'

Jtt)_c,f R B}

& Ta soluzione delle equaﬂom
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e che reciprocamente se g(f) & 1a soluzione di un’ equazione diffe-
renziale lineare omogenea con coefficienti costanti i -
o0
“c"'”q»(t)dt
0
rappresenta nel suo semipiano di convergenza nna funzione ra-

aionale nulla all’infinito ().
— tl)(a:) & a sua volta la derivata (lella funmmw

regolare nel semlplano R(x)> Y e razlolmle, come lo & 'l*(.r). se la
generatnc» - .

of)
R i

8 soluzione di un’equazione differenziale lineare omogenea con
coefficienti costanti. K, per la (1) ’

W@ B+ .. + a3 = Ha,UE) + ... + a,;b""(f)).él—
+ a,Yt) + 2a,4'(f) + ... + na, yV({H)=0:

@

la funzione generatrice i) della detelmmante Yix) & la \oluzmnp
dell’ equazione di LAPLACE

(@, + al)y + (2a, + a By + ...+ (na, + n_lt)y‘"-” =ty =0

corrispondente alle condizioni

g . ' ¢
Cgp 1) e -2,
o .

: €y (4
— [ 3
Ho==0€1y Yo =3 Yo = g oo ="
Sia ' -

3(t) = Affje™ + B{i)é'" 4 ...+ Dit)e
dove A, B,.., ) sono polmoml in £ Se Wt) & soluzione di un’equa- -

zione lineare omogenea con coefficienti costanti, e H, K . I, sono
polinomi in {, & pure

Wb) = Hbye" + K(t)e“ o L(t)e" ,

La 2) pelmette di escludere che, ci “possano esaere valori A,
k,..., 1 che non fignrano fra gli a, b,..., d, valori a, b,..., d. che non
figurano fra gli a, k..., L '

) Cfr. Brooa, « Boll: Un. Mat. Ttal. », IX, 5, pag. 270278,
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Ma e '{»(t). ( ha la forma supposta, ,P anche

B . n( ) .

A -
W= t( ) et 4 g e et
A(t) UM Lo - : , "
dove —— .., - g sono polivomi in £, e Yt), che evidentemente &

soluzunw di (1). mon pud non esserlo di
B3 - u;]/ + 20, -+ - na, P =0

mentre & evidente, remprocanwnte. che 4(f) non pud essere solu-
mione di (3) senza esserlo di (1).
Si-deduce senz’ alfro dalla (3) e da

b(f):tl -F,)'tq- %' 7o

- chey mentre ¢,5 ¢,.... -coefficienti. dello sviluppe in serie di una

funzione razionale di denominatore
FAEN A .A —_— g /]
. F(a) = a, + @ -+ ... + a,x"
soddisfano la relazione ricorrente

UoCh - (0, g F o b 4,0y, — 0

la primitiva di ®fx) non pud essere razionale senza che sia

@ . 'uy(,‘: + 2a, ,;—’—;i_‘l b na, r—bil‘—l =0 (h=1 2.

'Reciprocamente : e ¢,0 €y ~oddisfano la (4). Wf) & soluzione

della (3) e la pummva di () & razionale. -

L Mhmargy g

soluzione a un tempo, per ld (2), delle "“9 equazioni
ol -+ “1/ e @y = 0
di (-mfttternstu-a Fir)=0
0,y + -)(,J, A+ e R YITY =0

di caratteristica F'(,,;):(),vlo & parimenti (IPH’equnziono di carat-
teristica ;
Pey=10

¢
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se P(x) ® il massimo comun divisore dei polinomi F(x), F'(x). Pud
Aperta,nto determinarsi un polinomio M(x) di grado mfeuore al
grado di P(x) tale che .

M) . c, Le
Pa) "z "o b
-E poiché & anche, nel caso che q\n si conmdera. e pel valon'
abbastanza grandi di mod x
Cs. G
2{1}’ . 3—55 _\.n
dove:C & una costante arbitraria, se ne ha senz altro

M)
Px)".

Ma la determinazione effettiva di P(x) appare superflua, a
meno che si voglia ricondurre la funzione primitiva di (b(a:), sap-
posta razionale,-alla sua-espressione pitt semplice.

- Supposto H(x) uguale ad uno del tre polinomi F(x), F’(a:j Plx),
1a relaziois

J(l)(w)dx =C— 5

J.‘l’(w)dx =C—

K(x) c, ¢y
Hx) ™~ + ot + 3«;3

permette di determinare i coefficienti del polinomio Ix(x) di glado
minore del grado di H(x), e di scrivere

~

Ove poi sia

olf) = ¢y + t+—f’+.

&
| = | - Gt Gy s “nﬂ*-n‘, =0, - . -
a2 i, r‘“‘:% =0, (k=1.2.)
& anche, evidentemente .
‘zq)(xv],x =C+ co log X — g{g

dove log 'z designa uno dei valol} del logantmo di z, reale, ad es,,
se lo & & -

3. Ci limitiamo pilt generalmente a . poqtnlare che cl ¢, g5y
soddisfino la relazione ricorrente

@Cr - C1Cy oo + G0y, = 0 |k:1', 2,...).‘
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Lie due serie.
cl Cz C, Cy Cy
i e SRS EEE L SR
w’ x Vo T2 gas
t'onve‘rgono fuorl dello stﬂsso circolo. 11 puuto all'ec & punto rego-
lare deNu fiinzione razionale Mx) come di

5

Wiar) :__J e,'"”"k(t_)dt:‘e—m ({'-; 91' - )d’
0 b (

€ . G
= 5. o
> 2x?
che vi si annulla. Per un noto teorema di PiNcuggi,k ("), che af-
ferma la sviluppabilith in serie di fattoriali di ogni funzione ana-

litica l-ogdlmp per x — so, W(x) & \\'1lnppdhllv in una serie della

forma | ‘
| b, bz b A
-—45) o T e 1) aw e D2y ‘
dove { '

b, = (— 1)), s(f) = U— log H.
La sevie () converge in un semipiano R(x) > u nel quale

. ’ et Ii
(6) clogar — ¥ (—1 "
: "2_;0 .r(x 4 1) 0 — 1)
definisce un ramo monodromo della funzione primitiva di ‘Na;).
n plolungdmento analitico della serie di - fattnrmll ®), e per

al

tanto del 1'hmo unifornie’ d1 J*I{‘x)dx definito da 6). s ottlmw som-

mando la ﬁerle di fattoriali a mezzo dello sviluppo di ¥{r) in serie

gel}m-ahzz.;htd di fattoriali - -~ |

} ' S \,’ ,dn
R "2::0(.70 -+ o)fa + p\+ 1) .. (®+ ¢+ n)

oo

«;“‘ 3 Z ‘\y‘.en, 7.7‘,
L(L -+ ) ... (X 4 R0)

n=0

alla prima delle quali corrisponde un’ascissa di convergenza ;L{; che
per ¢ positivo crescente tende in modo continuo monotono verso
~un valore limite po; mentre I'ascissa di eonvergenza u(v) della
seconda tende per. o — co-verso un valore limite u(cc) tale che ()
& regolare in ogni punto del semipiano R(x)> p(o<) sxenza esserlo
in ogni punto dell’ altrorR(ac)>gl(oc‘)-—f g, dove S’)O e qualunque.

1) Cfr. PIN('HFRLE. «Annﬂlos de I’ P'}o Norm. q“p ». sovie 3%, 22, pag. 56,
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I/ estensione a tutta la stella nella quale pud venire -otte-
nuto un prolungamento uniforme e che & il piano x nel quale si
sono effettuati dei tagli che a sinistra e parallelamente all’ asse
reale portano da ogni punto ‘singolare all'infinito & dato dalla
formola di MiTrAc-1.EFFLER ' :

Y 1)
)} — e BV
U(F{r)) == hmje F(L + ] dat

i

che, data una funzione

Fle) = ‘ et flb)dt
. o \ :
syiluppabile in una serie di fattoriali definisce in_ una stella - del
tipo indicato il vamo nniforme U(F(x}) che pud ottenm'm A Inezzo
'del pwlungam«anto analitico di F(x) (Y.

Ut

AT

) =lim ‘e""

2=0.
0 .
il ‘problema della determinazione dell’integrale indefinito di ®jx)

. appare trasformato in quello della ‘determinazione del valore H-
mite (I1 un mt»grilp definito lmpmprio

() Cfr. MirTAG-LEFFLER, « Acta’ Mathematica », 46, pag. 340.



