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PICCOLE NOTE 78

Su una trasformazione per le equazioni alle derivate parziali
del secondo ordine.

Nota di Maria CiBrario (a Torino).

sunto. - Si ricerca quali equaziont differenziali- a derivate parziali del

secondo ordine (che risultano del tipo: Azxx + Bzxy + Czyy =D, dove

A, B, C, D sono funzioni di x, y, z, zx, zy) con una lrasformaszione
x5y

del tipo: E=x; n= Jcp(x, ¥» % Py Q)AX + (X, ¥, 2, p, q)dy dove z é un
Xos Yo )

integrale dell’ equagione stessa e p==2zx, q==zy, assumono la forma

teg + %, =0, oppure lo zg, = 0. Il secondo problema é risolto comple-

tamente, mentre per il primo. si sono potute determinare effettiva-

mente ¢ e  solo per alewni tipi di equazioni.

I1 Miivrz in un suo lavore (}) da una trasformazione partico-
lare per 1’ equazione differenziale a derivate parziali delle super-
fici minime: _

(1 + 2,92, — 22,2,8,, + (L + 2,2, =0.

Mediante il cambiamento di’ variabili:

2y Y
e ne Jf(l + z,0dy + z,2,dx
=T =Y AN Ta st
Vi+zr+z,
Lo Yo

() MinTz, Die Liosung des Plateauschen. Probléms dber konvexen Be-
peichen, = Math. Ann.», B. 94 (1925).
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{dove z & un integrale dell’ equazione stessa) egli la riduce alla:

2.+ 2 == 0,
nn

gie
§te

e si serve di tale trasformazione nella risoluzione del problema
:di PLATEAT. Si pud ricercare se vi sono altre equazioni differen-
ziali a derivate parziali del secondo ordine, che mediante una tra-
sformazione della forma -

\ S my
(1) = x; n= (xy Y, 8, P, Q)dx + “I/(x: Y, Z, D, Q)dJ (‘}’ :’:O) ( )
L ‘ ’ ;30,'!!0

(dove 2z(x.¢) & un integrale dell equazione stessa e p =z,, g =2,
assumano la forma
2) 2., +z _—0.

Percheé v sia funzione.di x,; y deve.essere:
i v
3) S a=t

(dove, le derivate sono fatte tenendo conto che z, p, g sono fun-
zioni di x e y). Serivendo per disteso la (3) e mnella (2) ponendo
perz., 2 le loro espressioni in funzione di ¢, {, 2., 2,, Zew, %oy

z,, ¢ delle derivate prime di 3 e , si trovano-due equazioni diffe-
-renziali del secondo ordine a derivate parziali, del tipo:

Az, -+ Bz, + Cz,, =D,

doye-4, B, C, D sono funzioni di x«, y,‘z, pgeD=0seovel
$0N0 funz1on1 soltanto di p e ¢; imponendo che queste due equa-
zioni si riducano ad una sola, si oftiene un sistema di equazioni
differenziali a.derivate parziali del primo ordine nelle ¢, ¢, consi-
- derate come. funzioni di x, y, 2, p, q. ,

Nei casi che seguono sono imposte ‘delle ulteriori condizioni,
che semplificano tale sistema e permettono di determinare effetti-
vamente le espressioni delle ¢, 4; si sono esclusi sistematicamente
dallo studio i casi nei quali 1’équazione, su cui si eseguisce la tra-
sformazione (1), si riduce al primo ordine, i casi in cui 4, B, C si

(') Se $ =0, si ha: a-(E’—‘,Q=O{; ¢ non deve annullarsi per nessuna

o(x, y)
coppia di valori x, y, appartenente al eampo su cui si eseguisce la tra-
sformazione.
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viducono a funzioni di « e y soltanto (*), e queti ., cui 4, B, C, D
non risultano reali.

Imponendo che la (3) sia soddisfatta identicamente si trova:
¢=hp+ N,, Vy=hg+ N,
(h=cost.54=0, N funzione di x, y con derivate Prime e wecouae
continue; N, =3=0); I’ equazione:
N,(hq + N,)z,, — 2N, (hp + N,)hg + N, Wy +
+ N J1 + (hp -+ N)l2,, = qlhq + N, )N,
— 2q(hp -+ N,)(hg + NN, + q[1 + (hp + N ) v,

4 .
per i=; % =hz + N(x,y) assume la forma (2) Questo caso &
I'unico in cui ¢ non contenga ¢ e } non contenga p. In partlco-
lare per:

N(z, ) = mx + ny + k (m, n, k costanti; n==0)
si ottiene la:

(kg - 0)Z — 2Ap ~+ Mg + W)y, + [L + (hp + )]z, = O.
Se si suppone ¢ =0, si trova la:

Q2. + (i— ¢ — p)z'ry =0 (C :- COSt.)
che nelle variabili:

E=x; 79 :J:__—%?—_——c dy diviene Z.+2 =0()

Se si suppone che ¢ non contenga p e ¢ non contengu q, si
trova la:

Aq%,, — A(p + o)z, = A q(p+ ) + cA g (p+c)— A.¢%p + ©)-

(A funzione arbitraria derivabile di @, ¥, #; A3=0, ¢=cost.), che
assume la forma (2) col cambiamento di variabili:

i d

Y A

E=x; n= Aq+A(p+c):t@dx'
X9y Yo

) E quindi I’ equazione, su cui si eseguisce la trasformazione (1) ri-

sulta lineare.

dy.

(%) Posto X—E+1")—90—J

Yo
I equazione diviene zxy =0

dy, ——E-—@'fl—“’*‘J_p_c
Yo
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Se si suppone che J non contenga p, si trova la:
AQ[qzmy —(p+ C-)Z'j,_,/] — Ay(p B C) - Arq -+ Ach

(A funzione arbitravia devivabile di «, ¥, 2, ¢; A=0: 4,3=0;
¢ = cost.), che assume la forma (2) nelle variabili

ay Y

.
i

7 ::JA[(p + c)dx + qdy] =+ ida.
Lo s Yo
Supponendo che 7 non contenga g. si ottiene I’equazione:
AJgz.. —p+0oe,]=Ap+c—A.q +cldyg
{4 funzione avbitrarin derivabile di a2, p; A0 A,F0;
¢ = cost.). che si trasforma nella (2) col cambiamento di varviabili:
oy
EP—x; vw= ‘A[tp ~+ c)dw + qdy] = dde.
o o
Se ¢ =i, si ha la:
2| p + A — 2z {g -+ IlGp] = 0.

che si trastorma nella (2) (') col cambiamento di variabili: -

oy
-7
Femw = v ilde w2 g+ diy (%),
. -+ kup
Fos thy

(1) Posto X=Z+ iy Y==£— iy, I'cquazione diviene gy = 0.

) Non si riesee a determinare facilmente ¢ ¢ ¢ all'infuori che in
questi casi semplicl. Invece si trova che tutte le equazioni del secondo
ordine che con una trasformazione del tipo (1) divengono z:, =1 hanno

la forma (quando ¢ ¢ & non soddisfino identicamente la (3)):

g2+ 1@ — LR+ K) —dglze, + [$p + k) — Ya(p + k) fe, =
== QA YUY -+ kY — (o + Sl

dove ¢ ¢ una funzione di x, yo 2. po g derivabile: ko funzione di . sol-

R
tanto. (si ha: 7= ; [! 0+ klx) ) de + qdy]), oppure siottengono per
- o
, . . A+ Adip
b= Al Yo 2 g Ayl 0 o per b =ky (ke cost.)

Ao+ Ay

¢ ¢ funzione arbitraria derivabile di . Yo 20 Py (.
Re la (3) ¢ soddisfatta identicamente si trova ba:

Nothg 4 Nydzwy = NoADp 4= Noyzyy = qthy 4 NNy — qlhp + NN,

che nelle vaviabili Sa= a7 e fixlrs yy o N ey ) diviene 2z == 0.



