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PICCOLE NOTE 73

Su una trasformazione per le equazioni alle derivate parziali 
del secondo ordine.

Nota di Maria Cibrario (a Torino).

Sunto. - Si ricerca quali equazioni differenziali a derivate parziali del 
secondo ordine (che risultano del tipo: Azxx +- BzXy-+-Czyy = D, dove 
A, B, C, D sono funzioni di x, y, z, zx, zy) con una trasformazione 

x,y
del tipo: ---x; -rç=Jcp(x, y, z, p, q)dx-f-<p(x, y, z, p, q)dy dove z è un 

xo,y»
integrale dell3 equazione stessa e p ----- zx, q==zy, assumono la forma 
zjg -4- ZT/G = 0, oppure la z^ = 0. Il secondo problema è risolto comple­
tamente, mentre per il primo si sono potute determinare effettiva­
mente (ss e ch soko per alcuni tipi di equazioni.

Il Müntz in un suo lavoro (x) dà una trasformazione partico­
lare per F equazione differenziale a derivate parziali délie super­
fiel minime:

(1 -4- Sz,2)S^a7 (i &x }&yy-----0»

Mediante il cambiamento di variabili:

, . . _ -B zxzvdx

(l) Müntz, Die Lösung des Plateauschen Problems über konvexen Be- 
reichen, « Math. Ann. », B. 94 (1925).
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(dove z è un integrale dell’ equazione stessa) egli la riduce alla: 

e si serve di tale trasformazione nella risoluzione del problema 
di Plateau. Si può ricercare se vi sono altre equazioni differen­
ziali a derivate parziali del secondo ordine, che mediante una tra­
sformazione della forma

», y
(1) 5 = a?; 7i=j<f(x, y, e, p, q)dx-i-y, e, p, q)dy U =j= °) (*)

v æo- ?/o

(dove z(x, y) è un integrale dell' equazione stessa e p — zx, zy) 
assumano la forma

(2) 2U-+-0 =0.v r/n

Perchè < sia funzione di x, y deve essere :

(8) — '■pn?

(dove le derivate sono fatte tenendo conto che z, p, q sono fun­
zioni di se e y). Scrivendo per disteso la (3) e nella (2) ponendo 
per zt^ z le loro espressioni in funzione di cp, gr, zy,.zxxì zxy, 
zyy e delle derivate prime di e si trovano due equazioni diffe­
renziali del secondo ordine a derivate parziali, del tipo:

AZ.XX Bzxv CZyy — A

dove A, B, C, D sono funzioni di x, y, z, p, q9 e D ==0 se q e 4 
sono funzioni soltanto di p c q; imponendo che queste due equa­
zioni si riducano ad una sola, si ottiene un sistema di equazioni 
differenziali a, derivate parziali del primo ordine nelle •}, consi­
derate come funzioni di x, s, pr q.

Nei casi che seguono sono imposte delle ulteriori condizioni, 
che semplificano tale sistema e permettono di determinare effetti­
vamente le espressioni delle <p, | ; si sono esclusi sistematicamente 
dallo studio i casi nei quali F equazione, su cui si eseguisce la tra­
sformazione (1), si riduce al primo ordine, i casi in cui A, B, C si

(*) Se ch — 0, si ha: -22Ì —0; ch non deve annullarsi per nessuna 
0(^,2/)

coppia di valori A, appartenente al campo su cui si eseguisce la tra­
sformazione.
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riducono a funzioni di x e y soltanto (9, e quelli < x cui A B, C, D 
non risultano reali. ’ ’ ’

Imponendo che la (3) sia soddisfatta identicamente si trova : 

y==zhp-+-Nx, ty = hq + Ny

(h — cost. 4= 0, N funzione di x, y con derivai? prime e seconde 
continue; 2Vy=}=0); l’equazione:

Ny(hq h- Ny)*zxx - 2Ny(hp 4° Nx)(hq 4- Ny}zxy 4
A;[1 h- (hp 4 Nx)*]syy = q(hq 4- A—

- 2q(hp 4- Ay(hq 4- <1 4" (hp 4- AQ

per % = x; rt = hz 4- -/) assume la forma (2). Questo caso è
l’unico in cui © non contenga g e | non contenga p. In partico­
lare per:

AT(x, y) = mx + ny -+~k (m, n, k costanti ; nch-0) 
si ottiene la:

(hq 4- nfzxx — 2(hp 4- m}(hq 4- 4- [1 4- (hp 4 m)’]^ =3 0.

Se si suppone = 0, si trova la :

qzxx 4- (± c — p}zxy =-0 (c — cost.)
che nelle variabili:

y
\—x\ 71 = 1 ——à diviene gr* 4 0 = 0 (2).’ J 4= p — c J à vn v 7

2/0

Se si suppone che © non contenga p e non contenga q, si 
trova la:

Aq%xx - -I- cfSyy — -+- C)2 -4- + c)-+ c).

(J. funzione arbitraria derivabile di n, y, z ; A 0. e — cost.), che 
assume la forma (2) col cambiamento di variabili:

Çdx dy

Mo, î/o

(9 E quindi l'equazione, su cui si eseguisce la trasformazione (1) ri­
sulta lineare.

y y
(») Posto x = ì + w =

No No
1’ equazione diviene #xy ~ O.



76 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Se si suppone che non »contenga p, si trova la:

Aq[qexv — (P CH J = Ay(P + c) — Axq 4- Azcq

(A funzione arbitraria derivabile di x, y, q ; A 4= 0 - 4s 5 
c — cost.), che assume la forma (2) nelle variabili

æ, a
l = x; rt = J+ c)dx 4- gd?/] ± idx.

æo J I/o
Supponendo che o non contenga g, si ottiene l’equazione:

J Jg^ — (p -+■ e) — ^^g L e^L.g

(Æ funzione arbitraria derivabile di x. //. S, p ;. J. 4= 0 : 4^4=0; 
c = cost.), che si trasforma nella (2) col cambiamento di variabili:

c = x; •< = pl[(p -+- e)à 4- gdg] :b idx.

•*'o • //<)

Se Q — 4- /. si ha la :

8rj,[p +- My/)J — 4- Z/(gi] = 0.

che si trasforma nella (2) (’) col cambiamento di variabili: -

? = .r. /J,/.,.

•< o ' I/o

I1) Posto X = ; 4- /tj ; i - ? — l'equazione diviene = 0.
p) Äon si riesco a determinare facilmente ç e all’infuori cho in 

questi casi semplici. Invece si trova che tutte le equazioni del secondo 
ordine che con una trasformazione do] tipo (1) divengono sq, =0 hanno 
la forma (quando cp e cp non soddisfino identicamente la (3)):

•+■ P'M2 ~ k) ~ 4- |4(P 4- k) — %g(p 4- A ) =
= (ch.v + 4- k) — (^. 4- ch-pjg-,

dove ch è una funzione di x. p. £. p. q derivabile: k è funzione di ,r sol- 
p V

tanto, (si ha: *q — | *+~ k(x) Î dx 4- qdy]), oppure si ottengono per

•O) • ?/o

ch d(.r. ,?/. ^p/. o per ^=>kq (A* cost.)

o z funzione arbitraria «lorivabilo di æ. p, p, q.
Se la (3) è soddisfatta identicamente si trova la :

Nyhq 4- — A.Ahp 4- Ab..)g,/?/ — qjhq 4 Ä?/)Ar,( 7 — q(hp 4- Ah.)A;/7.

‘•ho noth- variabili p x. Aq.r, //) lliviene = 0.


