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Sul problema dinamico dei sistemi vincolati con riguardo alla
sua riduzione all’analogo problema dei sistemi liberi.

Nota di ANGELO QUARLERI (a Cagliari).

Sunto. - Vengono esposte alcune considerazioni sul classico problema della
determinazione delle reazioni che si esercitano sopra un sistenmia (vin-
colato) materiale in movimento, giungendo ad una espressione espli-

cita di esse.

In una Nota dei « Rendiconti dei Lincei » (2° semestre 1930, VIII..
pag. 307) il sig. E. Guaixo tratta del problema della determinazion.
delle eventuali reazioni vincolari relative ad un sistema materiale
in movimento, con riguardo alla ben mnota circostanza, di origine
HNassica (Y), ottenuta in forma generale dal MAGGI, la quale consiste
nell’ essere le predette reazioni esprimibili @ priori, e cioé senza
la preventiva conoscenza del moto, in funzione soltanto della con-
fignrazione del sistema, delle velocith simultanee dei suoi punti.
o del tempo. (Cfr. la Dinamica dei sistemi del Macci, nel Capi-
tolo « Cinetostatica »). . ’

Cogliendo occasione dalla lettura della predetta Nota, giova
anzitutto osseivare che il procedimento del KIRCHHOFF riviene a
questo : '

Si consideri, per fissare le idee, il caso di un solo punto ma-
terviale. di massa unitaria, e di una sola equazione vincolare:

(1) 845 P=0,

() Vedansi, per fissare le idee, le « Vorlesungen iiber analytische Me-
chanik » del KiRCHHOFF (zweite Vorlesung).
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ueit quewe, naturalmente, la 8 ed il vettore b sono (in generale)
funzioni del posto e del tempo. Riguardo agli spostamenti virtuali
avremo di conseguenza:

2 : b < 3P =0.
D’ altra parte, designando con R la reazione, si ha per noi
(3 R < P=0. i
Dovendo la (3) sussistere per qualunque P soddisfacente alla (2)
ne viene:
R’R=b.
Poi, derivando, con KircHHOFF, la (1} rispetto al tempo, e so-

2

¢
stituendo al posto della A I" espressione
I+ b

in cui il vettore F rvappresenta la forza direttamente applicata, si
ottiene una equazione per il ricavo della %; la quale % (con la
solita ammissione relativa alla F) risulta, naturalmente, espressa
in funzione del posto, della velociti del punto materiale e del
tempo.

Considerazioni analoghe sussistono, c¢ome @ noto, anche nel
aso i un sistema vincolato di tipo gener ale.

Neol easo generale, designando con g il numero dei punti del
sistema, avremo invece della (1):

n

(4 By 4 S0, <X P, = 0. (h=1.2,... I):
1 .

sistema di ! equazioni (vincolari) tra loro indipendenti, nelle quali

le &, ed i vettori b, sono funzioni del posto e del tempo soltanto.

Ricordiamo che le equazioni fondamentali della Dinamica pos-

sono assumere, vettorialmente, la forma seguente :
l

‘ 1 1
) : a;=—F, + —2X )b,

SN R
m; m (RO (@“—17 2yenes ).

Derivando le (4) rispetto al tempo si ottiene:

s, (f ( db, . .
(6) : . Et— —+ ‘;i b, Xa;+ Tir > Pi) =0, (h=1, s 1),

% db;
I1 termine E dt b P pud esp1101tars1 come segue:

’ db,, % 2by, n b X
@ SR B S B b 8 e By =1, 2,0
1
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Anche il termine —p" pud -mettersi sotto forma esplicita .
’ dg, 0?’;. —1 5
{7 717 grad B < P+t el (h___l,’ 2y )

I1 significato delle notazioni usate nelle (7) e nelle (7') & ben
noto. (Cfr. per es., Analisi vettoriale generale di BURALI-FORTI e
MARCOLONGO). ; .

Sostituendo, nelle (6), alle @; i secondi membri delle (3), e te-
nendo presenti le (7) e le (7'), si ottengono le equazioni:

N

8) ”‘P ><P+

17 aP,

1
s b, X }'k Mbo + 2

= M3

n I/
+2i’<a—i’i+grad >><P—+—1 bzhxFi o8 P —0, (h=1,2,..10).
T\ ot (%t

Indicando, brevemente, con C, gli ultimi tre addendi delle (8}
e con 4,, lo scalare:

n 1 : ’
\‘;i oy b, X b (h, k=1,2,.. 1)

si perviene subito al sistema di ! equazioni lineari non omogenee
nelle X, :

. .
9) fk A+ C, =0, (h=1,2,., 1),

quale figura, c..ie risultato finale, nella sucitata Nota del sig. GU-
GINO (pag. 312); risultato contenuto in quello del MaGeIL Il rela-
tivo determinante risulta diverso da zero. Invero basta osservare
(seguendo il MaGeI) che esso eguaglia il quadrato della matrice
dei coefficienti delle equazioni (4) (prese in forma cartesiana) di-.
visi per costanti uguali per tutti gli elementi di una stessa co-
lonna. Esso pertanto coincide con la somma dei quadrati dei mi-
nori di ordine ! di codesta matrice divisi per costanti. Ora, di
questi minori, uno almeno & diverso-da zero.
Risolvendo quosto sistema si giunge alle esnressioni seguentl

A= %h B,xC,s (k:17 2 1)y

in cui, evidentemente, le B,, sono funzioni della configurazione
del sistema e del tempo soltanto.
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Esplicitando le C,, otteniamo :

1 ’:‘ by, - .
My = ?h B 3;113“13; P <X P; +
» ab, ., 1 a‘B
‘ -+ ? [(_a_t’l -+ gradPl ph) > Pi -+ Wt b;’h > F;:l ~+ —é—tb g, (k:]_, 2,".’ l).

Infine, potremo scrivere in modo conciso :

” . - n - . ‘

A= ffjsfjl;-Pj x P+ fi (U X Pi+wy X F) 4y, (k=1, 2., 1),
dove, naturalmente le omografie £, i vettori u,.h e w; e gli sea-
lari v, sono funzioni, solamente, della confignrazione del sistema
e del tempo.



