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PICCOLE NOTE

Tensori elastici per deformazioni finite,

Nota di BrRu~No Finzi (a Milano).

Sunto. - Premesse alecune nozioni sui tensori funzioni degli elementi di un

© lensore e sui tensori fumzioni di wn tensore, si applicano le considera-
zioni svolte ai solidi elastici soggetti a deformazioni finite. Si ha cost
occasione di introdurre dei tensori di vario ordine che caratterizzano
la natura elastica del corpo a cui si riferiscono.

1. Tensore funzione degli elementi di un altro temnsore. —
Sia X un sistema multiplo d’ordine %, di elementi X;, ., (¢=1,..., m).
s

Sia ¥ un sistema d’ordine %, di elementi Yp,.pn (p=1,.., m). Se
h

¢li elementi di ¥ sono funzioni degli elementi di X, scriveremo
Y = ¥(Xi, ...ir). Se tali funzioni, in un dato campo di variabilita,
sono sviluppabili in serie di MAc-LAURIN, scriveremo, sottointen-
dendo le sommatorle da 1 a m rispetto agli indici comuni ai var
fdttOI’l

’ (1) R ' (n) in (n) R (n) (n)
(1) Yp,. pn—anp. PR i ey X 1 it oo X *)

'Oppilre, con scrittura piu cohclsa, mdlcando con ; il prodotto di
sistemi a saturazione 'r—pla (prodotto d’ordine = (%)), e con X" il

prodotto d’ ordine zero di n fattori eguali ‘ad X

R 00 -
(1/) } Y — 2” .,{ n) X",
. . h 0 h4-nknk nk

(*) Ricordando il significato dei coefficienti y™... si constata che
non tutti sono distinti. Il numero dei coefficienti distinti &, in generale,
(m" +n— 1) )
mh .
. n , - .
(?) Cfr. B. Finzi, Calcolo dei sistemi multipli. « Rend. del R. Ist. Lom-
-bardo », t. LXIV, 1931
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Supponiamo ora che nella metrica
2) ds* = a,da’ ded, (@, =a;; 4, j=1,.., m)
il sistema X rappresenti in una data forma, ad esempio in forma
covariante, un tensore. Anche ¥, nella metrica (2}, rappresenti un

tensore, ad esempio in forma covariante. Manifestamente tufti i

coefficienti v dello sviluppo (1) (o (1)) rappresenteranno tensori
h+nk

nella metrica (2). Nel caso citato ad esempio questi tensori avranno
carattere covanante rlspetto ad h indici e controvariante rispetto
ad nk indici. ‘ ' ‘

2. Tensore funzione di un altro tensore. — Se X & un si-
stema d’ordine pari, eguale a 2r, i sistemi X", prodotti d’ ordine #
: : o 2r

di » fattori eguali ad X, appartengono tutti alla stessa algebra,

6 Xo=—13 deflmsce l’umta nel prodotto &’ ordme r. Si consideri
. 2r 2r - IR

allora il sistema

o0
(3) Y—=2, ¢ X" (h,=h—2r+2r,, 2r —h<v, <<2r).
h 0 h'n"n o
Per il sistema Y pud definirsi una demvata come limite di rap-
porto incrementale, e cosl espressa: Y’—-:‘nc“”r X"=1 (). Diremo
. ; Y

che il sistema Y, definito dalla (3), & funzione del sistema . X, e
seriveremo ¥ == Y(X). In particolare, se h, =0 (e quindi »,=0,
h = 2r) 1a (3) definisce le funzioni che per r=1. Giorci chiama
funzioni aritmetiche di matrici (?).

Se nella generica (3) X e ¥ rappresentano tensori, anche i
sistemi ¢"” rappresentano tensori. Cosl, ad esempio, se v, <<r ¢ X
ha r indici di covarianza e » di controvairianza, se ¥ ha r indiei
di controvarianza e h—r di covarlanza, ¢™ avrh r, indici di con-
trovarianza e h, —-r di covarianza; se r,=>r ¢ X ha ancora 7 in-’
dici di covarianza e v di controvarianza, se ¥ ha h, —r, indici
di covarianza e 2r — r, indici di controvarianza, ¢™ avra r indici
di controvarianza e h, — r di covarianza. .

Vogliamo ora stabilire quando” una generica funzione (1)
Y (Xi,...ir j;..jr) Pud porsi sotto la forma (3) ¥ = ¥(X) (%)

() B. Fixzi, loco citato, n.° 15 e n.® 19:
(%) Sulle funzioni delle mairici. < Rend. della R. Acc. Naz, dei Lincei »,
vol. VII, 1928, p. 178, v v
- (}) Si osservi che, mentre una funzione ¥(X) & una funzione
Y (Xi,..cir jyonjr)y Mon & vero semwre il viceversa. Avviene dunque per
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Consideriamo il tensore rappresentato in forma mista dal si-

stema 8 che definisee 1’unitd nel prodotto d'ordine p; cio il pro-
.20

dotto d’ordine zero di ¢ fattori eguali al sistema che rappresenta
in forma mista il tensore fondamentale a della metrica (2). Sara

4 ainwia _s 1, se 4, =j, .. 1’." :j('
4) Ji-+f 77| 0, in caso confrario.

8i vede alloya che perché la (1) assuma la forma (8) deve essere,
per », <7 ‘

[t

;)
) A
T ppeepu—r iy ...],-“
;) : {
c(,,, wdvy \unﬂ e bl «L ‘..1 ,..'4"”‘.)..1,,«“ ~gy o
191 .‘ph”__,“ I)h”_.;“-.-l --17h—1 ,}1 j: j .
e per v, =1,
(51 .((m‘h woe Qor—ry M-nfr ’,” —
Dy phn—"n] goo g
Cm)’i wt's w5l 4‘"7' a8 O B Gy Garery

; n—1) §.(—1) (),
pi"phn*'nfl "]"n—' ]i "]" ".’ " g ]’n—'-H . ] "

3. Applicazione ai solidi elastici. — Applichiamo le conside-
razioni precedenti ai solidi elastici soggetti a deformazioni finite.

Consideriamo un sistema continuo. La deformazione del si-
stema sard conosciuta allorché & dato il tensore doppio simme-
~trico I cosl definito in funzione degli spostamenti individuati dal
vettore v (1):

(6) ’ ik = Vijk + Vrji + Uik

Supponiamo ora che il sistema continuo considerato sia ela-
stico e sia ¢ il tensore doppio simmetrico degli sforzi che si eser-
citano in seno ad esso. Se la deformazione & infinitesima di primo
ordine, e quindi nelle (6) si trascurano gli ultimi addendi dei se-
condi membri, le componenti del tensore degli sforzi somo. in
virtii della legge di HookE (ut tensio sic vis), funzioni lineari ed
omogenee delle componenti del tensore di deformazione. Se la
deformazione & finila, il tensore degli sforzi in un corpo elastico
avra componenti funzioni delle componenti del temsore di defor-
le funzioni che consideriamo qualcosa di analogo a quel che avviene per
le funzioni di variabile complessa: se ¢ + ¢} & funzione di x +1iy, ¢ e ¢
sono funzioni di x e y; perd una generica coppia ¢ e ¢ di funzioni di a
e y non sempre caratterizza un numero complesso ¢ - 4} funzione ana-
litica del numero complesso x —+ ¢y.

(*) Cir. ad es. P. APPELL, Traité de Mécanique rationnelle. 111, Paris
1921, pp. 241.245,
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mazione. B perbn.tb si anﬁuila rinsiem’e‘,a . Rappresentando % e ®
in forma mista, e applicando lo sviluppo 1) si»avra: '

.

. . by ' (n)
(7 3 ZEM‘”"” e

p] ](n) b Ei(")

I tensori rappresentatl in forma mlsta dai sistemi Y™ sono
2(n+1)
indipendenti dal tensore di deformazione e dipendono  soltanto

dalla natura elastica del sistema. Per piccole deformazioni la
somma che compare nel secondo. membro delle (7) si riduce al
solo primo addendo, e quindi .y‘” ‘rappresenta cid che CisorTI de-

nomlnb tensore elastico (1), e che noi diremo primo tensore ela-

stico. Diremo allora +® secondo tensore elastico,..., Y n-"° ten-
[ 2{n+1) .-
sore elastico (?).

4. Isotropia. — Supponiamo, in particolare, che il corpo sia
isotropo : le sue proprieta elastiche siano dunque indipendenti da
ogni direzione (?). In questo caso i tensori elastici debbono essere
isotropi (f). Cioe y'” ® un tensore quadruplo le cui componentl cosl
si. esprimorto 1n forma ad esempio, covandnte ®): ‘

8 ; Ymh = Aaat;, + Bttt 4+ Caiham’.

Se si tien conto della simmetria di ¢ e di & si vede che i tre sca-
lari A, B, C si riducono essenzialmente a due soli. Per deforma-
zioni infinitesime di sistemi omogenei questi due sono le costanti
caratterlstlche del mezzi elastici 1sotr0p1 omogenel {? ¢ un ten-

)

i‘iy

() Lezwm dz Calcolo tensm zale Mllano, 1928, n.° 28
(?) Poiché @ e £ sono tensori simmetrici, manifestamente i tensou «(‘")'
non mutano scamblando p c¢on g, e possono ridursi essenzialmente a teén-
sori che non mutano scamblando un qualunque ¢ con il coulspondente Je
Anche lo seambic di due coppie di indici 4 non muta i tensort v (cfr.
nota (*)y 4i n.° 1). 11 nuniero di' componenti essenziali distinte & dunque, in ge-
nerale, (per m;3) eguale a6 (O +%). _Cos‘i; pér‘ n=1, tale numero & 36,
per n=2,.5 126, per n=3, & 336, ecc. :
(3) Cfr. E. ALMANSI, Sulle- deformazwm ﬁmte dei: solzd@ elastwc 1sot1 opi.
« Rend. della- R. Acc. Naz dei Lincei », vol, XX, 1°, sem. 1911; p, 705,
2°.gem.. 1911,. p. 89 e p..289, .
(*). U. Cisort1, Tensori isotropi. « Rend R. Acc. Naz. del meel »
vol. XT,:1930; p.. 727. . :
(> U. CisortI, Tensom quadmph 1sotropz « Rend R.. Acc Naz. dei
Lincei », vol. XTI, 1930, p. 1055. .
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sore sestuplo le cui componenti, ad esempio eovarianti, sono semma
‘di 16 addendi analoghi all’addendo che scriviamo: ‘

(8 ) - Yi%hrs - Aa?’taihav s (l)'('

T 15 scalari che compaiono nella 8, tenuto conto della summetrla
di ® e di £, si riducono essenzialmente a sei soli, come facilmente
si pud constatare (3. In generale y" & somma di 1. 3.5. ..{(2n + 1) ad-
“dendi, ognuno dei quali & il prodotto d’ ordme zero di »n fattori a ().
. Il numero di scalari che cosi compamno per individuare }{“" ri-
sulta essenzialmente ridotto di mumero, se si tien conto della sim-
metria di ¢ e di § " '

Si pud rilevare che gquando la (7) pud porsi sotto.la forma (3)
se ¢ & isotropo, poiché & & isotropo (%), lo &, in virti delle (),
anche %9, e viceversa. -

Questo fatto & vero per ogni funzmne Y(Xi,..iv j, ...} che pud
porsi sotto la forma Y(X) ciod, se i ‘coefficienti ¢ di ¥ (X)) sono
isotropi, lo sono anche i coefficienti v di ¥(Xi,..s j,...j)y € Vice-
‘versa. Oid avviene, ad esempm per le funmom arltmetmhe ‘per
cui h,=0.

(1) M. PasTor1, Espressione generale dei tensori isotropi. « Rend. R. Ace.
Naz. dei Lincei », vol. XII, 1930, p. 499, cfr. form. (2) e prec..

(*) Risultano cosi soddisfatte le condizioni della nota (%) di n.° 3.

(®) M. PasrorI, loco citato, p." 500, :

() Si ricordi che 8 & il prodotte d’ordine zero d1 s fattou eguali ad a,

2p
e che il tensore « @ 1s0trop0 (U. Cisorrtr, loco secondo citato).. -



