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RELAZIONT _’SCIE_NTI'FIOHE‘ |

' Ciomnessioni prolettive (*. §

4 - 1L La teoria delle commessioni proiettive,
* . secondo Cartan e Schouten.

) 8.1 cultori della « geometrm proiettiva dei cammini », come
‘abbiamo visto, prendono quale punto di partenza, per fare in una
varieth curva una sorta di geometria proiettiva, la connessione
affine. B in sostanza la stessa cosa che facciamo mnello sviluppo
elementare, scolastico, della geometna proiettiva del piano o dello
spazio : presupponiamo data la nozione (di carattere affine, negli
spazi euclidei) di parallelismo, che centiene come caso particolare
quella, proiettiva, di linea retta (autoparallela), e ce ne serviamo
per introdurre gli elementi impropri: coi quali ampliamo il piano,’
o lo spazio, affine, formandone il piano (o lo spazio) proiettivo.
Ma- nello stesso modo che si pud fare nel piano o nello spazio una
geometria proieftiva aufonoma, che prescinda da ogni nozione di
geometria affine o metrica (in particolare, anche dal postulato delle
parallele), cosl éra desiderabile il costruire anche per una varieth
curva una teoria autonoma delle proprietd proiettive. Questa co-
struzione & stata iniziata fino dal 1924 da K. CaRrrAN (7) e svilup-
pata poi, come vedremo, seguendo punti di vista alquanto diversi,
specialmente da O. VEBLEN e da J. A. SCHOUTEN.

Al CArRTAN & dovuta la nozione fondamentale di varietd a
conmessione proiettiva, che si presenta come una assai naturale
generalizzazione di quella di vameta a_ connessione affine: vista
perd da un punto ‘di vista un po’ dwe:mo da quello prima da noi
-adottato (n.° 2). B noto che una X “(continuo n-—dlmensmnale) si
pud sempre riguardare, nell’ intorno del 1° ordine di ogni suo punto,
come uno spazio affine: questo non & che 1’enunciato geometrico
del fatto amalitico che una qualunque trasformazione delle coordi-

(*) V. la parte prima nel T. IX, fasc. 5, pag. 288.
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‘nate curviunee %" induce una trasformazione lineare sui differen-
ziali du": o, se si vuole, che ogni trasformazione puntuale, nel-
Pintorno del 1° ordine di una coppia di punti omologhi, pud appros-
‘simarsi con una affinith. ‘Possiamo dunque riguardare i vettori
infinitesimi e quindi anche ¢ vettori finiti della varieta in un punto P
" come appartenenti a uno spazio affine, lo spazio affine tangente in P
alla varieta: sul quale ad es. le componenti £” di un vettore con-
" trovariante § sono le coordinate cartesiane del ‘punto @ =P + &,
nel sistema che ha P come origine e i vettori controvarianti di
componenti (10..0) (01..0)...(00...1) come vettori fondamentali
"degli # assi. Cid premesso: dare alla X, una connessione affine
equivale a raccordare, con wuna rappresentazione affine, gli spazi
affini tangenti in due punti infinitamente vicini. Questa @ la ve.
duta del CARTAN, che la generalizza chiamando varietd a connes.
sione protettiva una varield per la quale & assegnata una legge di
rappresentazione proiettiva tra gli spazi offini tangenti in punti.
infinitamente vicini (%),

Riferito lo spuzio‘ta-ngelnte nel punto P della varietd a coordi-
nate proiettive omogenee w* (x, 8, vy, 3,..=0, 1,..., n, ora e nel
segulto), intendendo che il punto P stesso sia uno del vertici della
piramide fondamentale, ad es. (10.. 0) (*4), la connessione proiettiva

(#3) Veramente il CARTAN non si esprime cosi: egli dice (7, pp. 207-208}
varietd a connessione proiettiva una varietd che nell’intorno infinitesimo
di ciascun suo punto presenta tutti i caratteri di uno spazio proiettivo,
e inoltre & dotata di una legge che permette di raccordare in un solo
spazio proiettivo gli intorni infinitesimi- di due suoi punti infinitamente
vicini. Per dare un senso preciso a tale definizione egli immagina poj
che a ciascun punto della varietd venga associato uno spazio proiettivo
di cui quel punto fa parte; e intende che la connessione proiettiva sia
definita da una legge di rappresentazione proiettiva fra gli spazi cosi as-
sociati a due punti infinitamente vicini della varietd. Perd, come osserva
il WEYL (43, p. 719), se non si suppone intrinsecamente fissata la legge
secondo-cui a ciascun punto della varietd viene associato uno spazio pro-
iettivo, non si pud dire di fare una geometria relativa soltanto alla sup-
posta varietd. Ma ¢ mnaturale supporre che lo spazio proiettivo associato
al punto generico della varieta sia il relativo spazio affine tangente, che
in. quanto & uno spazio affine, & anche uno spazio proiettivo. Questa ipo-
tesi non & che apparentemente restrittiva, pereh® ad essa si & necessaria-
mente condotti quando si voglia scendere ad apphcamom concrete della
teoria. Ved. spec. VEBLEN, 41, p. 153.

(%) Le coordinate proiettive’ 2z del punto @ =P + £ saranno legate

el s
alle coordmate cartesiane §" da formule del tlpo Bl —
a0+ e
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" potra rappresentarsx con formole del tlpo seguente:
) da” - wia® =0, ciod “da” + Afxldu’ =0,

ove le wj = Aj,du” sonoe n® pfaffiani, i cui coefficienti \g, (funzioni
assegnate delle »”) si diranno i parametri della connessione pro-
iettiva, relativi ai supposti riferimenti sulla varietd e sugli spazi

affini tangenti (!*). Noti questi riferimenti le Ag, individuano la
connessione, ma inversamente, non ne vengono individuate, e nep-

N

pure le wg lo sono, perché la stessa connessione & rappresentata
ad es. eguagliando -i primi membri delle (7), anziché allo 0, ad
equimultipli arbitrari delle x*. Invece risultano individuate dalla
connessione, e sono d’altra parte -sufficienti ad individuarla, le

forme wj — 33wy, ciod le quantith

® Ly = Afr — 3300

(CarTAN, 7, p. 211). Cid sempre fino a che i sistemi di riferimento
siano dati. I1 CARTAN non prende in considerazione il caso di un
matamento generale dei riferimenti (al quale accenneremo pia in-
nanzi: n.° 7). Egli si limita a questa osservazione, che perd ha
notevo/lé 1mportfm7a che esiste un modo ben determinato di as-
sociafe a un riferimento curvilineo sulla varieta dei riferimenti
proiettivi sugli spazi tangenti, tali da rendere

r r Y 8 I
lg) a) wo=du cioe Ag=23,, 0 Loy = 5y
i 8 o P 8 0 8
b) ws=nu)0 cio® Agr=nAy, 0 Lg = 0.
Cid ha un significato geometrico abbastanza semplice, indicato
recentemente dal WrvL (*%). ol

sendo funzioni arbitrarie delle w". Cfr. VEBLEN, 41, p. 153. La conoscenza
di queste funzioni ¢?; & indispensabile quando si voglia passare ad appli-
cazioni concrete dei uﬁultatl generali, ma nella ricerca di questi spesso
utile lasciare alle ¢?_, cio® ai riferimenti proiettivi negli spazi tangenti, la
massima arbitrarieta. Vi & perd, come accenniamo pitt innanzi, un modo
di determinare intrinsecamente le ¢?, cioé di legare ad un sistema di
coordinate curvilinee dei corrispondenti riferimenti proiettivi.

(**) Tt CARTAN non usa i parametri ABT’ introdotti da ScHOUTEN, ma
soltanto le forme pfaffiane wB. Del suo simbolismo e dei suoi ploced1
menti di calcolo, eleganti ma, almeno per noi, un po' insueti, non ci var
remo nel seguito.

< (1%) Ved. 48, pp. 718 e 720-721 e cfr. 42, 87. Sulle interessanti vedute del
WEYL a questo proposito avremo occasione di fermarei piii innanzi (n.° 9).
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6. Le (7),. integrate lungo una linea y della varieth, danno
luoge a‘un trasporto proiettivo dei punti degll spazi tangenti, che
per brevitd diremo traslazione proiettiva lungo v. Il trasporto ci-
clico per traslazione proiettiva lungo un cicle infinitesimo da luogo
_ a una trasformazione proiettiva (infinitesima) dello spazio affine
tangente in punto P iniziale del ciclo su sé stesso, generalmente
" non identica: il che accade per un ciclo- generico allora e soltanto
allora che la varietad & essa stessa uno spazio pi’oiettivo. In gene-
rale la proiettivita detta sopra esprime la curvatura della varieta.
Precisamente, il divario fra i valori iniziali e finali delle coordi-
nate x* di un punto dello spazio fangente in P pel trasporto lungo
il gquadrilatero infinitesimo di vertici w", w” + du”, " + du” +

1 ,
+3 ddyu, w4+ da” & espresso da formole del tipo
(10) ’ Axt = — Lal = /\pq(» @ d uld,u? (V7).

La condizione  percheé il trasporto .per traslazione proiettiva sia
integrabile, e quindi la varietd si riduca ad uno spazio proiettivo,
& espressa dall’ annullarsi non delle Qf (il che sarebbe condi-
zioné sufficiente, ma non necessarie in generale), ma delle forme
Qf — 850, ciod, delle quantith Aggs” — 35Apge = Apgs - In partico-
lare I annullarsi delle Apgo = Apgo esprime che mnella trasforma-
-zione proiettiva, definita dalle (10), dello spazio tangente su sé
stesso, il punto P & unifo. Si dice allora, secondo CARTAN, che la
connessione proiettiva & sewza forsione.

Mediante la {raslazione proiettiva lungo una hnea v possiamo
raccordare; o sv11uppare, in. un. solo spazio proiettivo gli spazi
tangenti .alla varieta nei ~punti di’y. La linea y stessa in questo
modo potra venire sviluppata in una linea y, dello spazio affine
tangente in un punto iniziale P, di y. Diciamo, col CARTAN (7,
p. 219) geodetica della conmessione proiettiva una linea che, stillo -
spazio tangénte alla varietd in un- qualunque suo punto, si svi-
luppi in wuna linew relfa, Lie geodetiche sono rappresentate da’
equazioni del tipo

(11) d*u” + Angdrsdut == wdn,

kN r n : - “ .
" E Q“-ﬁ(wg) —Er[mgw“] (CARTAN, 7, pag. 215, form. (6)) ossia

oot __ a _ a
A ABP

o = Bq + A“ AY — A% AYq (hﬁll()UThx. 10, p. 421; 26,

ﬁP
p. 185). Le QB =A paB d,uf’dzwl sono -« forme quadratiche esterne » secondo
* il CARTAN.
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‘(ove w o funzidne arbitraria delle w’), e quindi non differéiscono
dalle geodetiche di una connessione affine. che abbia come parametrs
le Ag: in particolare, esse non dipendono affatto- dai parametri
Ags © Aps. Assegnate le geodetiche (11), cio2 in_ sostanza data una
« projective geometry of paths », la corrispondente connessione
proiettiva non é determinata: perd, come ha osservato il CARTAN
(7, p. 225) fra le infinite connessioni proiettive aventi le stesse
geodetiche ve me & una intrinsecamente determinata da queste,
quella che egli chiama connessione proiéttiva normale ('°).

7.1 precedenti risultati sono dovuti al CARTAN: ma nell’ esporli
ho adottato in parte le notazioni e i procedimenti introdotti da
ScHOUTEN, il quale indipendentemente dal CARTAN e quasi con-
temporaneamente ha esposto una teoria degli « spostamenti pro-
iettivi-» (10, 1924); da lui poi sviluppata pit ampiamente in una
~ pubblicazione del 1926 (26) e perfezionata in un recentissimo la-

*voro (46, 1930). Nella sua trattazione lo ScHOUTEN, riprendendo e
utilizzando certe vedute sulle « varietd lineari generali » espresse
fino dal 1919 da R. Konie (1; cfr. 11), ma che non avevano at-
tratto fino ad allora I’ attenzione dei geometri, riconduce lo studio
delle connessioni proiettive (e conformi) alla sua teoria dei trasport
lineari (9, Cap. II), opportunamente generalizzata. Rispetto a quello
del CARTAN tale trattazione di ScHOUTEN — che del resto non ne
differisce in modo proprio sostanziale — presenta il vantaggio di
una formulazione analitica avente carattere invariantivo per le
trasformazioni dei riferimenti.

- L7 osservazione fondamentale, che permette di trasportare anche
all’ attuale teoria, opportunamente esteso, il calcolo di Ricci, & che
con le ;\f;, (n.° 5) si possono, come coi parametri Iyt di una con:
nessione affine, formare delle derivate covarianti dei sistemi mul-
- tipli che si comportino come tensori per le trasformazioni delle
coordinate proiettive x> sugli spazi tangenti (trasformazioni lineari
a coefficienti, in generale, funzioni del punto variabile sulla va-
rieta). Cid perd sotto la-condizione che, quando le x* e le u” ven-
gano comunque trasformate, le Agr varino secondo la legge

aﬁ [ ou”
o e
) <08=—a—,;, x":q?ﬁx“).

e ) oq’
Y %Y r
12) Ay =Apwqrp b + 250 e

(%) Essa & caratterizzata da certe condizioni, le quali nell’ ipotesi
che le (9) siano soddisfatte, si scrivono:

- . -1 fert \
% %x [ . P t rs
Ly, =Ly, ed Ly, _,—n——1< i — Loplig)-
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Le stesse (12) si trovano se si esprime c¢he le equaziomi (V) del
trasporto per « traslazione proiettiva » hanno carattere invariante
per trasformazioni dei riferimenti, cio® delle " e x*. Da un punto
di vista analitico, la teoria delle cownessioni proiettive & lo studio
delle fumzioni delle A%, che hanno caratiere d invarianza per le
trasformazioni (12). ‘ '

"' B agevole verificare che le ipotesi (9, a) e (9, b) di Camran
hanno carattere invariantivo soltanto per le trasformazioni dei
riferimenti per le quali & (50, 51 e cfr. 46)

00

(13) Ts=0q%0, ¢o=0, ¢'r= "1?0’;,;,
ove :
1 o', u?, ..., u")
d=—grilosd e 4= o', w*, .., uwm)|

Dunque: a parte la presenza del fattore q°, (inmessenziale, trattan.
dosi di coordinate omogenee) i coefficienti della trasformazione li-
neare sulle x* (come ora prevedibile) vengono del tutto determinati
-dalla trasformazione eseguita sulle coordinate curvilinee u”. Come
vedremo (n.° 8) a un risultato che non differisce sostanzialmente
da questo & giunto VEBLEN guidato da assai diverse vedute.

_ Lo ScHOUTEN aggiunge (in sostanza) ="'~ posizioni (9) di
CARTAN anche la seguente:

(14) Aor =0 ciod Afy=Lg,,

la quale, unita alle (9), ha carattere invariantivo soltanto per le
trasformazioni dei riferimenti proiettivi per le quali, oltre alle (13),
vale la seguente condizione, geometricamente non restrittiva, ed
atta a determinare anche q°o in dipendenza della supposta trasfor:

mazione sulle u”:
1

(16) QCo=A "+,

(Ved. 46, p. 199). Cid equivale a supporre che la trasformazione
sulle z* sia unimodulare (). Le quantita g°p definite dalle (13), (15)
possono assumersi come coefficienti nelle formule di trasforma-
zione di una classe di grandezze temsoriali con indici afy... va-
riabili da 0 ad #: « tensori proietfivi », la cui definizione diffe-
risce assai meno di quanto non possa sembrare a prima vista da

(**) Non @& fuori luogo notare che CARTAN e SCHOUTEN, sostituendo in
sostanza ai punti geometrici dei punti caricati, o « Punktdichten », consi-
derano come algebricamente distinti due punti come 2 e pxz,
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_quella di Y, THOMAS (n.° 4). A fali temsori si pud applicare la
derivagione covariante di parametri AZ,, perd le derivate cosi ot-
tenute, presentando un indice della serie rst..., variabile da 1 ad n
soltanto, non rienfrano nella classe di tensori detta sopra, e in
particolare, ad esse mon pud applicarsi una seconda volta la stessa
. derivazione covariante.

Questo inconveniente della sua primitiva formulazione SCHOU-
,TEN ha potuto eliminare nel pilt recente lavoro (46), giungendo a
castruire delle derivate {covarianti) proietiive: a queste avrd occa-
" sione di accennare piti innanzi (n.° 9).

Mi limito qui ad aggiungere che gia nel 1924 lo SCHOUTEN
osservava come, nel particolare caso delle connessioni proiettive
normali, le componenti Ai,;l;s del « tensore di curvatura » si ridu-
cano -a quello del fensore di Weyl (n.° 2) per una (qualunque)
connessione affine avente le stesse geodetiche. Questo risultato,
paragonato con quello (gid sopra accennato: n.° 4) ottenuto da
T. Y. THOMAS, ci fa prevedere che una semplice relazione debba
pure legare gli enti introdotti dal THoMAS a quelli di CARTAN e
ScuouTEN. E infatti: & a priori evidente come lo studio delle con-
nessions proiettive normali non differisca da quello della « pro-
jective geometry of paths »: e del resto & agevole verificare che
le T%3,. di T. Y. Tuomas (n.° 4) differiscono soltanto per fattori
numerici inessenziali — i quali scomparirebbero mutando il pa-
rametro u°’in — (n + 1)u°: ved. n.° 8 — dalle Lg, (n.° 5) costruite
per la connessione proiettiva mormale che ha le stesse geodetiche '
della connessione affine da cui le I'*}, sono ricavate. ‘
. Cosl le due teorie, quella della Scuola di Princeton e quella
_iniziata dal CARTAN, vengono a raccordarsi, e anzi, la prima ap-
_pare quale caso particolare della seconda. Vedremo come ulteriori
ricerche, dovute a svariati autori e principalmente al VEBLEN,
abbiano completato questa unificazione, ed insieme. arricchito la
teoria, che laboriosamente veniva formandosi, di nuove e interes-
santi vedute. (continua)

ExeEA BorTovnoTTI



