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PICCOLE NOTE -

Intorno a una formula generale di trasformazione di un inte- _
grale di spazio in uno di superficie e alle sue varie deduzioni.

Nota di PIETRO BURGATTI a (Bologna)

" Sunto. - Si deduce in modo molto semplice una formula generale di tr-.
sformazione di un integrale di spazio in uno di superficie, che contien:
" aleune utili formule particolari note e nuove, e si presta a coordinar:

‘ra loro risultati classici.

Aﬁbianéi due vettori » e v funzioni monodrome finite e con-
tinue insieme_alle loro derivate dei punti di un campo S. limi-
tato. dalla superficie (). Conmdenamo r omografla vettoriale

« = H{w, v) + H(v, u}) —u X v

che & una dilatazione. Per il noto teorema del gradient-

jgrad o;dS' = — Jands,
S o

indicando con » la normale unitaria interna, si ha nel caso présente

‘grad «dS = —j[(u X + (VX nju — (u < vnjde

= —j[(n /\ u - (vXn u]dc

D’ altra parte risulta (')
grad o = grad H(w, v) + grad H(v, ») — grad (v < v) -
- du . du du du
— vdwu—kﬁu + udw;v. 4= a—Pv—‘KaTJv_KdPu
: :_—vdiVu—;—udivv +rotu/\v+rotv Aw
A N B
(!) Analist vettomle generale Vol I, BURALI-FORTI e MARCOLONGO,
pag 1160, ,
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. perche’

du du ) dv . _dv '
ﬁ—K’gP:-rOt“/\a : @de—P:1'Qt11A :
pereid si ottiene la forml;la,
o J(v dive + udive + rotu \ v+ rot v A w)dS =
S
= —-j[(u A D) A u -+ (v X nlulds.
: o ;

Questa formula generale permette, mediante specializzazione
dei vettori w e v, di ottenere parecchie altre formule utili nelle
applicazioni.

1. 8i ponga w—=wv; la (I} diventa .

(D) 2j(u div w + ot u A\ wdS = — j (2w x nyw — win]de,
B ] R

valida per qualunque w soddisfacente alle condizioni di regoldritﬁ
sopradette. In particolare se & rot =0, ossia w=—grad ¢, si ha

. 2
(II1) ju div udS = —J[(u = nju — %— n]ds;
S "

formula gia usata dal LEVI~Civira nella sua Nota sull’ efflusso
dei liquidi da un foro.

. 2..8e si suppone div w =0, risulta

(IV) J}ot u \ udS = —J‘[(u < njt — 3; nlds;
S c

altra formula utile in aerodinamica, come ha mostrato il prof. Tro-
FILATO (}).

3. Supponendo divu = 0, rot u = 0, e percid w = grad ¢ con %
armonica, il 1° membro della (II) si annulla e si ha la notevole
identita ’

J(g’rad 9 X n) grad gdo = 5 (grad ¢)* nds,
J R .

valida dunque per le funzioni armoniche regolari.

({) Le pressioni aerodinamiche ecc. <« Nuovi Lincei », 1927.
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4. Nella (I) sia le v =0, rotv =0, cio® sia v=grady con ¢
armonica, e poniamo u =P — O, ‘essendo -0 pumto fisso. Poicha
rot (P—0) =0, div(P— 0)=3, la formula. diventa

| 'Skad ?dS‘l:‘—J‘an(P‘—— 0)- grad ¢ — grad 9 ><(P— 0).n|ds
S o :
—J (grad ¢ < n)(P — O)d.

Sia ora“ (c) una sfera di raggio R col centro in 0.
Si ha P—0= — Rn epperd i due termini-

grad 9 X (P—0).n e (gradsy x n)(P -0)
i dlventano uguah e si elidono ; percid resta
%) ; , o fgra,d?dS:g grad ¢ds,

formula. notevole, valida per ogni funzioﬁe armondca regolare in un
campo- sferico.
-8i pud scrivere
, 4 -
4nR? fgrad edS — 3 wR’Jgrad pdo

ossia gl integrali estesi al volume e alla superficie di una sfem del
gradiente di una funzione armonica regolare stamwno fra loro come
il volume e la superficie, od anche si potrelﬁ‘t'a dire, con una certa

estensione del concetto di media, che la media dei valori di grad e
entro la sfem & uguale a quella de@ suoi valori sulla superﬁcw

5. Fmora si & supposto la 1egolarlta di dlvu e v

1
‘Poniamo _invece che  sia v:gradr, ove r:mod (M— P);

. ' 1
in P diventa. infinito come . Bisognera allora escludere il punto P

con una sferetta () di ragglo ¢ e applicare:1a (I) allo spazio (S,)
- compreso fra (c) e (»), poi passare al limite per ¢ ehe tende a zero.
© Allora si vede subito che gli integrali

* . 1 Y .
j(“ >< n,) grad o do e J(u > grad }')no

: diventano uguali sulla sferetta o si“élid\ono.
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1in: (grad % X ngude = 4ru(P)

w
N | ' 1 ,
div grad;:O, rot gra.d;:O;

e
percid ris'u‘lta infine

2

(Vi 41ru(P) [(grad 5 AV -+ rotu /\ grad 1)d
s ‘ _ ‘
1 1
+ﬂ(u X n) grad o (grad e n)u — (ux grad ;)n] ds.

Questa formula notevele non & nuova. In qualche trattato
francese sulla teoria matematica della elettricith si trova citata
- {sotto altra forma del resto) sotto il nome di teorema di Vaschy.
Essa permetterebbe di calcolare il valore di w in ogni punto di (S)
quando fossero notfi i valori della divergenza e -del rotazionale
in (S) e i valori di % in superficie. Ma quest’ ultimo dato & so-
verchio; giacché cotesto vettore & univocamenfe determinato dai
soli valori di u><X7n in superficie, dati divu e rotu in (S). Ma con
la solita funzione di GREEN si possono far sparire dalla (VI) i
termini in w e lasciar sussistere il solo termine in w«><mn.

Notevole: & il fatto che la (VI) pud assumere la forma

o 47w P) = gradp qa -+ rotp w,
ove S '

_Jr‘)t“ds ‘f'_@__/\_ud o

dlv u j‘u x ndc

Basta: infatti osservare che si. ha

divy w:

jgrady‘ -leM udS = — ‘gra,dp—~d1VMudS_.—grad ( das;
. S

IS C
J(uxn)gradu dc———j(uxn)gradp d“‘“—-gl‘adpj-—-—-—dc,
o

ed analoghe. Cotesti integrali sono notenmah scalan e vettom it
volume e di semplice strato.
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poi si' considera il veﬁtore7(potenziale-—v_ettore)‘
o(P) = j l(;”—) ds,”
s

facilmente si.trova

uXn _- divy w -
divw = dcv+j M

dS=—g,

ag
rot v —_-J njw ds +J‘rotMn dS — w;
r - r
. ) . 8 N
epperd risulta
\ 47uw{P) = — grad div v + rot rot v;
ossia
‘ — 4ru(P) = A v.
Questa ¢ .la ben nota formula di Potsson, ed & cosi mostrato
che & equivalente alla (VI). Le cose dette fanno comprendere 1’ uti-
lith della formula di VAscHY nei problemi dell’ eletiromagnetismo.”



