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Su una classe di superficie W.
Nota di^PàOLO Cattaneo (a Padova).

Sunto. - L’ A. dimostra vari teoremi sulle superficie che hanno costante il 
rapporto fra i raggi principali di curvatura e che, se la loro curva
tura totale è negativa, hanno quindi costante V angolo formato dalle 
linee asintotiche.

1. Le superfìcie che prendiamo in considerazione sono quelle 
sulle quali è costante il rapporto r2 ; r, fra i raggi principali di 
curvatura. Se tale rapporto è 1, 0 o oo si hanno i cksi particolari 
della sfera e delle superficie sviluppabili, che senz’altro esclu
diamo ; si hanno le superficie minime, se detto rapporto è —1.

Se la curvatura totale K è negativa, la costanza del rapporto 
h = rilr1 equivale alla costanza dell’angolo a formato dalle linee 
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V EG • sin2 oc '

— M
o. d. d.

una funzione À di w e v ed

(1)

Per l'osservazione ora fatta- le superficie di cui ci occupiamo 
saranno da noi dette superficie Wa. Le superficie minime corri
spondono al caso particolare oc = 90°.

*=1-1.'-=*,
Ti ®

asintotiche. Infatti, prendendole coinè linee coordinate ed usando 
le notazioni del Bianchi, si ha:

D==D/' = 0, F=\EG»cos%;
— D'2 _ 2 cos oc . D'

K~EG -sin2 a ’ 27

IT2•sin4 a

1 > ,- = T_X.T.

2. Da un ben noto teorema sulle superficie W si ha che, rife
rendole alle linee di curvatura, esiste 
una funzione <p(X) tali ohe

- 9 du2 dv2 1 
ds 4-

Nel caso particolare di una superficie Wa si ha

—= — K • sin2 oc — —°1tt —, H2 sin2 oc — — 4L • cos2 oc ;4 cos2 oc

X» — iK ~g oc _ ^)2

donde cp == a • X1“71, con a costante arbitraria che, scelto opportuna

mente il parametro v, si può porre 3— .

Abbiamo allora, ovviamente,

ds2 = E• du2 + E~h • dv2;
■4 4 4 In ' ' - 1
A-------- L..e 2rs — 1 - h 01 ’ — 1 — h " '

Ì
 z A h 4-1

K=(l—ä)2’£ ' IT= l — h'E ' 
p 4 fc-Fl r* 7,

.2) = ^--=.-3-i.JST, = = Ï-;

n — 1 ’ fj & — 1
1 ’ h2 1e — (1 — ’ â'~(1 —fo)2’Æ’

Calcolando la curvatura della forma (1), dalla prima delle (2)
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si vede tosto che la funzione E deve essere soluzione dell’ equa
zione ' .

(3)
3 SÉ 

du
k(l-k)- ./- E 2 

' 'du

h-l 
= 2h-E 2 .

k-1 afi' 

dv-(1-W.i «■

Per le superficie minime si ha la ben nota equazione

d21g E d21g E__ t
■*"  gt>8 2L' / .

(*) Per convincersi che anu superficie S è di rotazione se, riferendoci 
alla linee di curvatura, si ha ds2 = du2 cp2u • dv2, giova osservare che le 
equazioni di Gauss e di Codazzi diventano in tal caso

n7V, „ SD n a /D"\VD1 = — cpcp — = 0, — k— =cp'A ;ov du \ Cp /
donde ovviamente si trova

D = — <x" : Ve2 — P'2, D" = Ç. Ve2 — -

■ n =• — <p- : Ve2 — P'2, r2 = Ve2 — P'2 : P", 
con e costante arbitraria.

8i deduce di qnì che sulla falda x£ = x— r{X, y{ == t/ — rt Y, 8i =z — rtZ

Dalla prima delle (2) si vede inoltre che non esistono super
ficie Wa (non sviluppabili) a curvatura K costante : infatti, assieme 
a dovrebbe essere costante anche E. Dalla seconda delle (2) si 
vede invece che, escluse le superficie minime, non esistono super
ficie Wa sulle quali sia costante H.

3. Perchè su una superficie le linee di curvatura formino 
un sistema isotermo è necessario e basta che, indicando rispetti
vamente con Z70 e con due funzioni dèlia sola u e della sola v, 
sia E'.G = Ei+h — Uq*V q', cioè che sia h = — 1 e quindi si tratti 
di una superficie minima, oppure che sia E = U*V,  dove ZTe V 
sono, rispettivameate, funzioni soltanto di u e di v.

In tal caso, dalla (3), si ha tosto

h(l — h)2l

e quindi

Ossia F = 0 o F = 0, U o V costante. Il ds2 può dunque porsi 
sotto la forma à2 4- ®2(u) » dv2 (scambiando u con v, se è costante U) 
e si conclude (J) che la superficie W*  considerata è di rotazione.

M 3 K-I yh
2hTj

d2 7 Vh\ V*- 1

____ fc+1 p 
U 2 .tf'l 2 * V 2 ,V'

1 ' dv

fc+1 a“T. A
dU
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Una superficie Wa è insomma isotermica solo quando è minima 
o di rotazione.

4. È naturale ora chiedersi quali sono le superficie Wa di 
rotazione.

77 unica superfìcie minima di rotazione è, notoriamente, il ca
tenoide.

In generale, qualunque sia h, le corrispondenti super fide Wa di 
rotazione sono quelle le cui curve meridiane hanno per equazione

f a-dv . x x K-4. •z = l—— 7. dove a e una costante arbitraria.
JVf"2à — a2
Siano infatti x = v*  cos u, y = v • sin u, z = le equazioni 

di una superficie Wa di rotazione.
Si ha

 

Basta ora riscrivere V equazione — hy'(l -4- tp'2) phe ha per 
soluzione z = f  c. d. d.. 

Jy/v~h*—a2

5. Le superficie ora considerate sono le sole superficie Wa aventi 
un sistema di linee di curvatura geodetiche (quindi piane).

Infatti dalla (1) si ha che le curvature geodetiche delle linee 
di curvatura di una superficie Wa sono

£
P»

n~ i — ò
E 2 .  ed

du
£
Pe dv ’

dell’evoluta dissabbiamo F{ = =D{ Dl, = Dl,f = 0 e quindi
costanti. Detta falda riducesi quindi ad una retta, che possiamo assumere 
come asse delle z. "

Abbiamo allora xi = = 0 e, per le formule di Rodrigues,

ks, Ss cZ n
dv dv s 1 dv

cioè s funzione ch(a) della sola a. La superficie S è insomma inviluppo delle 
sfere di centro (0, 0, 4>(u))‘ e di raggio r^u); quindi è di rotazione, c. d. d. 
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uno dei due sistemi di linee di curvatura consta dunque di geode
tiche solo quando E è funzione di un solo'parametro, nel qual caso 
il ds2 può ridursi ovviamente al tipo du2 -+- o2(u) • dv2. e. d. d.

6. Quali sono, pili in generale, le superfìcie Wa com un sistema 
di linee di curvatura pianeA

Ciò accade se le corrispondenti immagini sferiche sono circoli, 
ossia linee a curvatura geodetica costante.

Dalle (2) si ha

/ Id \ .ds'2 = I E" - da2 -+- -fi • dv*]  ; (1 — Ir2).

Le curvature geodetiche delle immagini sferiche delle linee 
di curvatura sono

1 —1 c\ (J —1 C Ig (J 1 c Ig /< 1—// cE -
—-, = — --- --- n------- • — ~e ' 2ZZ . • 1   Il • E - •  ..----- ---- *   ,  • „ •’

Ve# cH 2\e - rlt " cU
1 —1 c\ e ì a Ig e 1 — h z - alg fi1 a\'7£
f, \ eg ™ (J cv , v cv

La S ha piane le linee di curvatura A — cost., quando è

funzione della sola u. ossia quando E = (Z7-+-¥) 1l : nel qual caso

si ha ds'2 = (U+ V)h • du2 4- ( U -4- V)2 - dv2.
Sono invece piane le linee r — cost., quando E = (E +- V)2 e 

ds2 = ( U 4- V)2 • da2 4- ( U -+- L)“2/l • à'2.
Per le superficie minime (/i — — 1) si ha, in ambo i casi, 

ds2 == (Lt4- V)2 • (du2 4- dv1) : e risulta dimostrato il noto teorema 
che. se una superfìcie minima ha un sistema di linee di curvatura 
piane, le linee di curvatura dell'altro sistema sono esse pure piane.

7. Sia S una superficie Wa riferita alle asintotiche. Posto 
a = V2£ e ß =r V 6r si ha .F —aß-cos:?, con costante; inoltre si 
ha D — D" = 0, e, scegliendo in modo opportuno i versi positivi 
delle linee cordinate, D' — aß - sin • V — K.

Abbiamo poi

(4) K= eos* . MeW) __ 1 j £ M. AV. A /I. A’\ I
aß . sin2 Ä ' du*dv  aß • sin2 ( du \a ’ du) Sr xß ' à'/ ì '

1 1 1 Sa Sß ì 1 1 ( aß aal
, pu aß • sm .1 dv cu \ pv aß. sm v s du dv y
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e le formule di Codazzi diventano

aa aß '  aß - a*
(6) öIgy^K cosa'^ ~~W e aigV—g 2008*' du dv

du ß-sin1^ e dv a*sin 2^

8. Di qui è facile dedurre che V elicoide rigata, non soltanto 
è l’unica rigata d’area minima (teorema di Catalan), ma, più in 
generale, è l’unica superficie, non sviluppabile, che sia rigata e Wa*

Infatti, se 8 è rigata, con le generatrici u = cost., si ha

1 sfi ö« dig V-g _— — 0, — CO8^.—) ----- -------- — 0,at)’ du .’

quindi K funzione della sola v ; inoltre si ha

a Ig \ — K alga2 
dv dv ’

quindi — K funzione della sola u ed oc del tipo 17« V. Sce
gliendo in modq opportuno il parametro u, abbiamo anzi a = V e 
quindi ß del tipo cos Sr • V'*  uVj.

Si ha allora

a zi aß\  a ig (aß) a ig ß i Za  i a ig ß 
,du\a 6u/ 1 du ’ ß at? cos * cu

e la (4) diventa

1 è d* P  — 1 a / cos Ä • V' \  
aß • cos Ä du • dv aß . cos ' dv \cos Sr • V' • u ■+• vj

_ \ ; y.ß3 ' '

Perchè sia K funzione della sola v deve essere tale anche ß. 
quindi P — O, K= 0, »8 sviluppabile, oppure (cos^ = 0, ^ = 90°, 
/8 minima, e. d. d.. . -

9. Per ogni superficie W le curvature sulle due falde dell’ evo
luta sono

_  —1 —1 dt\
1 “(A — r^'dr, e ^ — (r. — r^'drj 

donde si ha
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e si vede che Kt è proporzionale a solo quando rs = hrl-i- k, 
con h e fc costanti arbitrarie (in particolare sulle superficie W„).

Essendo Ki = 'h*K t, si ha Kt — Ki solo quando h = ± 1, ossia 
quando rt ± r, è costante.

Sulle superficie si ha L — 0,

K____!_ K ~h h’K K
h-rS’ 1 (1 — h}*-r*  (1 —fe)” — (1h)ä‘

Sulle superficie minime si ha K1== Kt~ —

10. Terminiamo osservando che gli elementi lineari delle due 
falde del? evoluta di una superficie Wa sono dati dalle formule

2 e -2 h
ds? = dr? -H re ds? dn2 4- • dvl.

Le superficie di rotazione applicabili sulle falde delle evolute 
delle superficie Wa sono dunque tali che, riferite alle loro linee 
di curvatura, hanno
(7) ds*  = drl 4- rc. do>2,

con c costante, diversa da 2.
Viceversa, ogni deformata di una tale superficie di rotazione 

può considerarsi come una falda dell’ evoluta di una superficie Wa. 
Su detta superficie si ha

2 7 c—2 6—2
-------—6, n =---------, r. =-------

1 — h 6 c

Snlla superficie complementare della deformata^considerata, 
ossia sulla seconda falda dell’ evoluta della superficie Wa, si ha

(7') dsQ2 = dr02 4- r02“° - dw02.


