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Su una classe di shperﬁcie w.

Nota di Paoro Carraneo (a Padova).

Sunto. - L’ 4. dimostra vari teoremi sulle superficic che hanno costante il
rapporto fra ¢ raggi principali di curvatura e che, se la loro curva-
tura ftolale é negativa, hanno quwindi costante U angolo formato dalle
linee asintotiche. '

7 1. Le superficie che prendiamo in considerazione .sono quelle
sulle quali & costamte il rapporto v,:r, fra ¢ raggi principali di
curvatura. Se tale rapporto & 1, 0 o oo si hanno i casi particolari
della sfera e delle superficie sviluppabili, che senz’altro esclu-
diamo ; si hauno le superficie minime, se detto rapporto & — 1.

7 Se la curvatura totale K é negativa, la costanza del rapporto
h=ur,.r, equivale alla costanza dell’angolo o formato dalle linee
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asintotiche. Infatti, pren&endole come linee coordinate ed usando
le notazioni del Biawcar, si ha:

D=D"=0, F=VEG-:cosu;

K— — D’? _ 2cosas D
—EG-sinfa’ f\'_E—Gvsin2a’
,D,2 2 gint
WZ—K-sinea:W;?—:f, H2sin®o — — 4K .cos?x;
' Y T

tgla = — c. d. d.

= (r 1) Q1+ hp’

‘Per I osservazione ora fatta, le superficie di cui ci occupiamo
sarannc da noi dette superficie W,. Le superficie minime corri-
spondono al caso particolare «—90°.

2. Da un ben noto teorema sulle superficie W si ha che, rife-
rendole alle linee di curvatura, esiste una funzione X di u e v ed
una funzione g(}) tali che

du*  do* 1 - 1 :
| Jp— — 1 e — — . ot
d§_)\2 7 rz._cp, rl__qo PRES
Nel caso particolare di una superficie W, si ha

s =1-—2x. T h,
b} ¢ i
donde ¢ ==a A", con a costante arbitraria che, scelto opportuna-
. 1 ]
. mente il parametro v, si pud porre =17

Abbiamo allora, ovviamente,

e ds* = E - du? + E~" . dv?;
RN T REE S T =
. 2 . ——— . 2 .
7,—1—hE ’ l—i—hE ’
" h+1 Mt
7 h— — —_— 2
K= B H= |3 E7
E 1 sl G h Bt
2 — =~ 2 e X T 2
@ A\ D=—T=g=yE¥, D=—r=3F %3
| w17

.e:m. ’\gb_\(l_h)?.E'

Calcolando la curvatura della forma (1), dalla prima delle (2)
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si vede tosto che la funzione E deve essere soluzione dell’ equa- '
zione ’

- . Bha3 : h—1 - h—1
®) h(1~h)2.5%[E'T.@]—(1 h)f-i[E 2 .aE]—2h 7.

Per le superffcie minime si ha la ben nota equazione
, ?lgE  lgE 1 ,

®) . : ut v Tt T2E

Dalla prima delle (2) si vede inolfre che non esistono super-
ﬁcw W, (non sviluppabili) a curvatura K costante : infatti, assieme
a K, dovrebbe essere costante anche E. Dalla seconda delle (2) si
vede invece che, éscluse le superficie minime, non esistono super-
ficie Wa sulle quali sia costante H.

8. Perche su una superficie:r W, le linee di curvatura formino
un sistema isotermo & necessario e basta che, indicando rispetti-
vamente con U, e con V, due funzioni-della sola u e della sola v,
sia B:G=E"™*=U,.V,; ciod che sia h==—1 e quindi si tratti
di una superficie minima, oppure che sia E—=U.V, dove Ue V.
sono, rispettivameate, funzioni soltanto di w e di .

In tal caso, dalla (3), si ha fosto :

REPE = S I YU R TN L= N R
(L —RpU Z-ﬁ[U- 2-U'J—(1—) i -—[VZ- '}:%—ﬁ

e quindi

2 (V™ V"" e

au-i)v(U) A*h U7 =0,

ossia U’——O o V'=0, U o V costante. Il ds?® pub dunque porsi
sotto 1a forma, du? -+ o¥u).dv® (scambmnﬂo % cen v, se & costante U)
e si conclude ('} che la superfmm W, considerata & di rotazione.

(*) Per convincersi che unu superficie S & di rotazione se, riferendoci
alla linee di curvatura, si ha ds* = du®+ 9% - dv?, giova osservare che le
equazioni di GAUSS e di Copazzx dlventano in tal caso :

; oD - . D"
Dl}’ = — 99" 5”——0 W(——) ®'A;

donde ovviamente si_trova - - .
D VE T D g VT
r=—giVE— ¢, "'2='\/cz_ 9=le",
con ¢ costante arbitraria.
Si deduce di qui che sulla falda «, =x—1r X, y,=y —1,Y, g,=2—rZ

/
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Una superficie Wy & msomma isotermica solo quando & minima
o di rotazione.

4, B naturale ora chiedersi quali sono le superficie W, di
rotazione. »

L’ unica superficie minima di votazione &, notoriamente, il ca-
tenoide.

In ;:enelale qualunque sia h, le conlspondentl superficie Wa di
rotazione sono quelle le cui curve meridiane hanno per equazione

a-dv

‘\// ——2h .

Siano 1nfatt1 %= - cos u, y=wv-sinu, 2=1y1v) le equazioni
di una superficie W, di rotazione.

e , dove a & una costante arbitraria.

Si ha
E=v}, F=0, G=1+¢%
D:”—’U‘? y D':O, D{,:,—;?_:T;
Vi+s? Vit gt
ﬁ E s v?ll

v, GD ¢+

Basta ora llsolvere 1 equazione vy’ =h¢'(1 +9'?) che ha per

a-dv
soluzione ¢ = , ¢ d. d..
\/,v—hz a?

5. Le superficie ora considerate sono le sole superficie Wa aventi
un sistema di linee di curvatura geodetiche (quindi piane). k

Infatti dalla (1) si ha che le curvature geodetiche delle linee
di curvatura di una superficie W, sono '

1_ G eE ? 1 " oVE,
P - ou P ov

7

dell’ evoluta di S abbiamo F,— G, =D, =D,/ =D," =0 e quindi X,, Y,,.Z,
costanti. Detta falda riducesi quindi ad una retta, che poss1amo assumere
come asse delle z.

Abbiamo allora x, =y, = 0 e, per le formule di RoDRrIGUES,

cey o2 oz

. w Y
ciod 2 funzione ¢(u) della sola u. Lia superficie S & insomma inviluppo delle
sfere di centro (0, 0, $(u)) e di raggio r,(u); quindi & di rotazione, e. d. d.
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uno dei due sistemi di linee di curvatura consta dunque di geode-
tiche solo quando £ & funzione di un solo parametro. nel qual caso
il ds® pud ridursi avviamente al tipo du® + 200« de® e dod.

6. Quali sono. pin in generale. te superficie W, con un sistenia
i Tiee di curvatura piane ¥

Civ accade se le corrispondenti immagini sfeviche sono cireoli,
ossiit linee a curvatura geodetica costante,

Dalle (2) si ha

. v s

N /
ds'? = (Iv ~dn? 4+ ;? . dv’) D).

Le curvature geodetiche delle immagini sfeviche delle linee
(i curvatura sono

—h

A\ _ 7o -k ol - p 2

Loty _—todleg 1o gy deb_ Il E
u Vey 2y e 1 2 ‘ i h ¢t

1 —1 e¢vVe —1 ;le 11 . lgE eV E
'~7:’=~~2\—:~)—f:-{—."—-8:_‘-,) l-\/E-h«~——f :i-(1~hi~(\,
@' \eg 0 2\y v . 2h v v

La S ha piane le lince di corvatura o = cost.. gquando — &
2 el
funzione della sola 1. ossia quando E=(U + V)" : nel qual caso
_—

si ha ds*=(U+ V)" «du? + (U + V). de.

Somno invece piane le linee v =—rcost. quando F=(l"+ V')’ e
ds?= U+ V) -du®* +(U~+ V)= . dod '

Per le superficie minime (8 =—1) si ha, in ambo i casi,
ds*=(U ~+ V)« (du®+ dv*): e risulta dimostrato il noto teorema
che. se une superficie minima ha wn sistema di linee di curvahira
piane, le linee di curvatura dell altro sistema sono esse pure piane.

7. Sia S una superficie W, riferita alle asintotiche. Posto
«=VEep=VG si ha F= ab+cos 3, con I costante; inoltre si
ha D =D" =0, e, scegliendo in modo opportuno i versi positivi
delle linee cordinate, D'=af.sin 5.} — K. :

Abbiamo poi

TH OR SAe  J S AN AT
T aBesin?s ouegv T afesin?s |ou\x ow) T aw\B owl
-1 1 } dx o | 1 1 { g o
: S terumr i) Fo—— —— yo
) 2 #pesin !COS o oul ed Py P esin® (OOS* m Tl
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‘e le formule di Copazzi diventano

| o B P of_ o
© 2lgV—K "% wm  olgV=K_ T

U - Besin®y . ov - w-sin®s

8. Di qui  facile dedurre che I elicoide rigata, non soltanto
& Punica rigata d’area minima (teorema di CATALAN), ma, pilt in
generale, & I'unica superficie, non sviluppabile, che sia rigata ¢ Wa.
Infatti, se S & rigata, con le generatrici w — cost., si ha
1 a oo 0lgV—K

—= L—cosYe—~, —————
Pu 0, o — %7 v uw - 0,

quindi K funzione della sola v; inoltre si ha

"alg\"——K__ olga?
IZ8 -7 T

quindi «*. —K funzione della sola u ed o del tipo U.V. Sce-
gliendo in modo opportuno il parametro u, abblamo anzi « =V e
quindi' 8 del tipo cosS:V'eu 4 V.

Si ha allora

(1 ap) plg(«f) olgh 1 ox 1 algp
S )=, Y T8 o 080
ou\x ou

e la (4) diventa

s —1 #lgp = —1 ‘ a( cosy. V"
afi . cosS' .o aB.cosT dv\cos T Veu + V,)
V’ V’——V"V :
.—h__v & .

Perché sia K funzione della sola v deve eséere tale anche §.

quindi V'=0, K=0, S sviluppabile, oppure ,cosi 0, ¥=90°,
S minima, c. d. d.. _ N

9. Per ogni superficie W le curvature sulle due falde dell’ evo-
luta sono ,

—1 dr, —1  dr
O L =1 an,
VT — 1) dr, © 'K’_(rl—-r,)? dry’
donde si ha '
’ K . . dr,)
K’“(dr. :
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e si vede che K, & proporziona'le a K, solo quando 7,=hr, +Fk,
con hek costanti arbitrarie (in particolare sulle superficie W,).
Essendo K, =h*K,, si ha K, =K, solo quando h = =1, ossia
quando 7, v, & costante.
Sulle superficie W, si ha-k =0,

_ 1 =k MK R
E=mop B=amwwr=amw &="g=n
Sulle superficie minime si ha K, = K, = #%’“_'

10. Terminiamo:osservando che gli elementi lineari delle due
falde dell’evoluta di una superficie W, sono dati dalle formule
ds=dr?+r!".du® e dst=dr.?+ r, " dot.

Le superficie di rotazione applicabili sulle falde delle evolute
delle superficie W, sono dunque tali che, riferite alle loro linee
di curvatura, hanno

gl ds* = dr' + 1. do?,

con ¢ costante, diversa da 2.

Viceversa, ogni deformata di una tale superficie di rotazione
pud considerarsi come una falda dell’evoluta di una superficie W, .
Su detta superficie si ha ‘

c—2 c—2
=¢ h=-—, 1',:——0

,,__2_—
1—h™ ¢

Snlla superficie complementare della deformat(a},considerata,
ossia sulla seconda falda dell’evoluta della superficie W,, si ha

(7) Cdsy? =dry? + 1yt duyt



