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Un teorema sulle serie di funzioni.

Nota di Axtox10 CoLUcci (a Napoli).

Sunto. - I’ 4. arreca wn complemnento, che vitiene utile, ad un teorema sulle
serie di funzioni dato recentemente dal sig. N. OBRECHKOFF.

1. 11 sig. N. OBRECHKOFF in una Nota inserita mei « Comptes
rendus » (*) ha dimostrato il seguente notevole teorema:

« Soient fu(x) des fonctions réelles qui admettent dans Uinter-
valle (a, by des dérivées d’ordre k, qui toutes sont monotones dans
un sens. Supposons que la série

(1) fil@) + f(x) + o [ f) + ...

converge en k + 1 points x4, X,,..., Xx de Uintervalle (a. a +38) el
en k-+1 autres points y,, y,,.., yx de Uintervalle (b—3,, b). Alors
la série

2) @) -+ F, (@) - o+ £,5) 4 o

converge uniformément dans (a + 3, b —3)) ».

B chiaro che questo teorema, cosi com’e dato, nulla pud
direi circa la natura delle serie i cui termini sono le derivate
(k— 1)"e, (k—2)",.. dei termini della serie iniziale.

/ {') N. OBRECHKOFF, Sur les séries de fonctions. « Comptes rendus », t. 191,
n.® 8 (1930), pp. 373-75.
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Esso lascia, pér es., 'iﬁ‘éoluta la questidne — 'che al Lettore si
presenta del tutto spontaneamente — di sapere quando & che futie
le serie .

(). LY@+ A0+ e+ [0 (r=1,2,., k)

risultano convergenti in (a + 3, b— 3))
) Se, nelle condizioni del teorema preéedehte, le f(,'f)(w) si sup-
pongono non negative o (indifferentemente) non positive in (a, b),
allora le serie (3) convergono uniformemente in (a+3, b—3,). Ma
¢id & immediato e non costituisce un fatto degno di rilievo.
Interessante sembra invece, in tale ordine di idee, il teorema:
- k(k+1
Se la serie (1) converge in (—;J -+ 1 punti dell’ intervallo
(@, a+3) ed in aliretianti punti dell’ intervallo (b—3,, b), e se
le f(k)( X) sono non decrescenti (non crescenti) in (a, b), la serie (1) e le

serie (3) risultano umformemente convergents in tutfo (a+3, b—3,)).
’ E+1
DiM. — Poniamo per semphclta di scrittura = M ; ),

indichiamo con
Xy < ) << o < Xy, y0>yl>';'>yh

i punti di cui si parla nell’ enunciato.

Innanzi tutto, in forza del teorema del sig. OBRECHKOFF, la (2)
risulta uniformemente convergente in (x;, ). Percid, detto p,, il
‘minimo di fi,k)(m) in questo intervallo, si ha che la serie

- R e e
. & convergente.

Ne segue che la serie . A

2 [fn(w Pn k—[]
”:1 N . .,

converge nei punti @i, Tayires Taa—is Yus Yapiso Yor— () Met-
tendo in relazione questo. fatto con la circostanza che la serie

[ ﬁ‘“’(x) = e»,,w]

=1 -

Eﬂ

3

ha per termini funzmnl non decrescentl nell’mtervallo (@, U»), se
ne ricava che quest’ ultima & uniformemente couvergente nell’in.

(!) La cosa si verifica per tutti i Rupti »a:co, Xy gees Yoo Yo
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tervallo (w,,,_l, Ysi—1), € che quindi lo stesso si verifica per la ,

1 ,
gerie Z fk- )(w \

Raglonando allo stesso modo sulle due serie :

x* P ot Xr —2) 22 ' :
Z [fn(w)— y‘n'k—!—vn (’C—l)']’ 2 [ n (x) -""p‘ng"_"—vnx]i
n=1 n=1 o

sy o . o1 .
dove v, denota il minimo di f% ] ’( x) —p,x in (mzk__l, y,,‘,l), Sl ar-
riva a provare la uniforme convergenza della serie delle f,., )( x)

in (wsk——sy Ysn—s)-
E cosi continuando, fino alla serie (1).

2, Detta F(x) la somma della serie (1) in: (x;, J,), é ovvio che
per tutti i punti di questo intervallo si ha:

FO @) =[,9(@) + [,0@) - oo fLO@) o (r=1, 2,... ).

La dimostrazione precedente ci permette altresi di affermare
(¢ +1)2k—d) . : o
che se l:——é——————, risultano convergenti uniformemente le
serie (3) che corrispondono ai valori k—¢, k—4-+1,..., k dell’indice .
‘ (k+])
2

dunque il solo caso in cui le ipotesi del teorema di OBRECHKOFIK
“conducono alla stessa tesi del nostro enunciato.

~ Un’ultima osservazione: per b—1 risulta =k B questo



