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274 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Sulla riseluzione delle equazioni differenziali lineari
a coefficienti costanti.

Nota di Axrtonio MaMBRIANI (a Bologna).

Sunto. - Come applicazione della sua Algebra delle successioni, U 4. deduce,

’ per uw’ equazione differenziale, lineare, a coefficienti costanti. wna for-
mula risolutiva che da 1 integrale generale direttamente a wmezzo dei
coefficienti della equazione stessa.

Mi riferisco, qui. ad un’equazione differenziale, lineare.
(1) Ay 4 @y e A+ @y = B(),

nella quale i coefficienti a,, @,,.., @, sono delle costanti (indipen-

denti. cioe, dalla variabile x) e la 4(x) & una funziome analitica

di 2. Come applicazione della mia Algebra delle successioni (*). de-

duco, per guesta equazione, una formula risolutiva che dit 1'inte-

grale generale direttamente a mezzo dei coefficienti a, e della 5(a),

senza fare intervenire le radici — che non sempre si sanno deter-
" minare — della cost detta « equazione caratteristica ».

1. Rammentiamo, dapprima. che integrale generale x(x) della
equuazione (1) si pud sempre scrivere nella formna

< (x—x’n)‘l
{2) )= ¢, T
v=10

dove x=1x, ¢ un punto qualunque in cui B(x) & regolare, e ¢,
la soluzione generale dell’ equazione ricorrente

(3 UoCygy + 0y oy + wee =+ B 10y + @0, == B 2,).

Come si sa dalla teoria generale delle equazioni differenzialj
lineari, la serie del secondo membro di (2) converge certamente
nel cerchio di convergenza dell’elemento, relativo al punto .,
della funzione analitica® fi(x); in particolare, tale serie converge
sicuramente per ogni valore finito di @, se la B(x) & una funzione
intera (0. come caso speciale, se e B(x) = 0).

() A, Mavsriaxi, Sull’ Algebra delle successioni. Memoria 13, « Annali
di Matematica pura ed applicata », serie IV, tomo VIII (1930). pp. 103-134;
Memoria 2% in corso di stampa negli stessi « Annali ».
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2. La equazione ricorrente (3) permette di calcolare successi-
vamente quanti si vogliono elementi ¢, v=%, n+1, n+2,.) a
mezzo degli » primi elementi arbitrari ¢,, ¢,,..., ¢,—, (). Le espres-
sioni cosi ottenule di cn, Ca+y, Cotzye. 8E possono generalizzare, de-
terminando — ed in modo elementare — U espressione dell elemento
genemle c,.

Per mostrare cid, indichiamo con (b,) la successione
b07” bl*"'* bn—u b :(5(“0) bn+1:B,(xo) bn+2:ﬁ”(x0)’"'7

dove i primi # elementi sono delle costanti arbitrarie, e notlamo
che I’equazione (3) & equivalente al sistema

a,c, + a6, = b,,

’\ a,c, = by,

( @,y + QCy e + QG =D,

ByC) - QyCyy oo Gy 1Oy Y+ G0, =byy (v=n, 0+ 1, n+2,.).

. Questo sistema, introducendo le successioni unitarie (84)y (By—1)y (Ev—s)yene

della nominata « Algebra delle successioni » (¥), e adoperando la-
notazione di moltiplicazione isobarica (%), si pud scrivere compen-

>diosamente nella forma

(Cgey ~+ @8y g~ oo+ ey )5 €, =Dy,
da cui, facendo uso della notazione di frazione isobarica (%),

. b,

’ (5) E Cy = lvy

(yey = ByEyy 4 o = BpEy

(?) Fissato un sistema particolare di valori per ¢y, ¢,.., ¢,—, si pud
prevedere il numero degli elementi ¢,, €,4(, Cyr2s che basta calcolare
per avere il corrispondente integrale particolare, dato da (2), con una
determinata approssimazione [cfr., nel caso B(x) =0, E. GoursaT, Cours
@’ Analyse mathématique, t. 11 (1925), p. 457, Remarque].

'(®) Loe. cit. in (1), Memoria 1%, n.® 2. Il primo elemento delle succes-

“sioni che consideriamo s ottiene sempre facendo v=0, e le successioni

(&v)y (ev—y); (ev_3)y.., sopra richiamate, sono definite dalle posizioni
’ =g ge=e =0, g =1 & =gy=..=0.

(*) Ibid., n.° 4. Se (a,) e (¢,) sono due date successioni, si pone, per brevita.

' ' v
% ay_rCr =0y v Cy,
r=0 .

dove il secondo membro ci da la notazmne’ di « moltlphcazmne isobarica ».
: (o) Tbid., n.° 23.
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dove il secondo membro ha sempre senso per essere a, 0
La (5) da la cercata espressione di c,.

Dalla (B) si possono dedurre, poi,
non contengono pit I indicazione di
applicando le formule esprimenti (a,e, -+ @cv—y -+ o+ WSy —y)
zionalmente a mezzo di a,, a,,.., a, (), si ha da (5): '

per ¢, delle espressioni che

divisione isobarica. In)verO,
v 1ra~

: 1
© o =N ho B A,
a, .

=0
dove si & posto

: Ty—2
r, - ry—7 ry—a—Tp—1 -1
1,=3 3. z ( )( ) ..( g ) T T e
=0 ry—=0 n Tn—i "
con p—=1#, + 1, -+ ..+ ¥, ,, oppure
7! ry.
AT,SZZWT—** aI‘ o an 3
e
la sommatoria essendo estesa a tutti i-sistemi di # nmumeri interi,
positivi o nulli, »,, r,,.., r,, tali che sia

LI T P T o A=
[ 7, +2p, + ...+ ur, =8

In particolare, per #n =1 si ha

6 ¢ =3, (—1) a erlbv_”
per n =2 & ' :
’ S 8 ‘ sy s—1
’ a Oy
6" ev=) by, Y (—1 "( r >—1——,—-—*—— =
(") 20 i=0r(, 2, il

dove s’ indica il massimo intero:contenuto in 8:2; per #=3 si ha

4 P r42Pmes oy §—r—,
6") cv_zbv_szz ( _b_,)® P“ﬂa’,.i,“a ‘,

r= 0p=0

dove 7’ indica il massimo intero contenuto in (s —7):2; e cosi via (¥)..

(6) Ibid., n.° 22, , .

(") Loc. eit. in (1), Memoria 23 n.°'60. .

¢) Per magglom particolari sulla risoluzione delle equazmm rlcorrentl,,
secondo la via ora seguita, si potrd consultare un mio lavoro di prossima
pubblicazione.
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3. Sostituendo in (2) le espressioni di ¢, date da (3) o (6), ~i
ottiene la nominata formula risolutiva, dell’ equazione (1), che da
I integrale generale divettamente a wmezzo dei coefficienti dell’ equa-
zione stessa. In questa formula si deve ricordare solo che by, b,,...,

b, sono delle costanti arbtrarie ¢ che &

b‘l+n - ‘(J’(V)(.x()’ (V :07 17 27"')7

x = x, essendo un punto gualunque in cui $(x) & regolare. In par-
ticolare. sostituendo in (2) le espressioni di ¢, date da (6%), (6”), (6")
si ottunoono gli integrali generali dell” equazione (1) rispettivamente
per =1, 2. 3.

4. OSSERvAZIONE. Mostrerd infine — incidentalmente e, del
resto. come applicazione di ¢io che precede — una deduzione ra-
pida delle osservazioni sulle funzioni razionali fratte, chie—il
prof. U. Brocar ha fatto in questo e nel precedente fascicolo di
codesto « Bollettino ». r
« Consideriamo. col BroGGI1. la funzione razionale fratta

box" + b= 4 ..+ b,
A" = (" + .+,

0y

(m<<n—1),

il cni sviluppo in serie di potenze di = & della forma

o

-
2 iv
(h‘ Z x\d—n—m '

v=0

L coefficienti v,, in (8), costituiscono, come & ben noto, la soluzione
particolare, del sistema (4) precedente, che s ottiene prendendo
per b,. by, b, proprio i coefficienti del numeratore di (7) e
facendo poi‘ bysr=0b,,4,=0
cede, sappiamo poi scrivere 1'espressione effettiva di questi coeffi-
cienti 1), Ne segue, per la proposizione del n.° 1 (nel caso 8(x) = 0,
a, =0), che la serie

~O
x\/
2 Ty
’ Voo AN

\
c¢i ddvun integrale\particolare dell’ equazione differenziale (1) avente
N N - Ve - . .
B(x) = 03 sarh quindi, pure, unw integrale particolare di tale equa-
zione la funzione (intera)

xv"‘”—m——l
Z o

= V+n~m——~1)
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dove il secendo membro non & altro che la serie associata. nel
senso PINCHERLE-BOREL, della (8). In base alla teoria generale
delle funzioni determinanti, consegue poi che la (7) & definibile
coll’integrale di LAPLACE

—+00

o) Jette==at ¢

0

PDa queste conclusioni (che sono quelle del Broaai nella Nota
del fascicolo precedente) e dalla proposizione del n.° 1 (sempre nel
caso B(x) =0, x,=0) discende poi, snbito, la condizione necessaria
e sufficiente enunciata dal BroGgeI nella Nota di questo fascicolo.

(¥) B chiaro che, indicato con p il massimo modulo ec¢on A la massima
parte reale delle radici di ay e + a0t +...<+ax, i campi di convergenza
di {8) e (9) sono dati, rispettivamente, da |x|>p, R(x) > A.



