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Sulle serie di potenze che rappresentano funzioni razionali.

Nota di Uco BroeaeI (a Milano).

Sunto. - Condizione necessaria e sufficiente perché c, 4+ ¢,z 4 ¢2° +- ...
‘
. C c . Lo . .
(rwp. v—°+~z ‘,+) rappresenti una funzione razionale nulla all’ e
% 2

. c Cy _, . . . . X .
é che ¢y + Tl‘ t 2% t* 4~ ... sie soluzione di un’equazione differenziale

lineare omogenea a coefficienti costanti.
Condizione necessaria e sufficiente perché la serie
Yo 118+ Y2 - .

di raggio di convergenza non nullo, rappresenti una fanzione ra-

zionale
F(e) = =(2) + P(e)] Ql2) = (&) + 1(2)



- & anche
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dove =, P, @ sono poliﬁomi (ii grado h, M, N>m e 4 |
He) =b, + bz + ...+ B,,z”

& che a partire dal valore h -+ 1 dell’indice v (incluso) sia
| =)

e 4(f) sia la soluzione dell’ equazione differenziale lineare omo-
genea a coefficienti costanti '

b,o(E) + b, 5/(E) 4 o + byg™(t) = 0
_tale che : . -

f(O) =¢(0), - 1'(0) = ¢'(0)...., %T f(n-—l)(O) — ,{,m‘-n(()’).

Il teorema & dimostrato ove si supponga

n(z) = 0

e si dimostri che ‘ )
3(0) +¢'(0)z + ...

ha il valore f(2). e che, se
fle) =co + €22 + .

¢, = oM(0) . (v=0, 1,.).

l La condizione & sufficiente. Ove gia
: b, 9(t) + by @ (B) + o + Do) = 0

& anche identicamente in ) ed in t(A=0, 1,.)

~\q)(7-'(t}‘ C () “c‘o(ﬁ-—&m(t)
‘P“"H)(t) - cp(7~.+2)(t) .........

.....
..............

.............

e quindi, se

- dNO) =01,
si ha \
' (7% k Ci4ler Cigy
G4l Gz Chtm 1 ,
Co=|...+0-" P LI =0 =0, 1,‘...).

.....
..........
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Ma & questa la condizione necessaria e sufficiente perchd la
serie '
N
Co+ €12 + 2% + ...

rappresenti una funzione razionale

L N O -
by + bz + .. + b, 2"

fl2) = P(2)/ Q) =

di denominatore di grado nguale ad » e di numeratoi'e“di grado
al pii uguale a » — 1. :
Infatti da

Ay + A2+ o @, 2!
by + bz + ...+ b

=€y €2 + €2 +

si ha
P Oy =bye,
= b,c, + b,
\ @ty = bycy +- b,c, + byC,
(A) [ Gy = b0, + b,‘z_,c, + e + by
0 =b,, +b,_+..+bg,
, 0 =be, +b,_cs-+..+Dby,
0 =be, +b,_c;+..+by,,,

Poiche tutti-i determinanti C) sono uguali a zero, quelle fra
le equazioni (A), di cui il primo membro & uguale a 0, possono
venire risolte rispetto a b;, b,,..., b,, che figurano tutti in ciascuno
dei loro secondi membri. Bd i valori b, (=0, 1,..., n), che soddi-
sfano le prime n+1 equazioni di primo membro nullo. soddisfano
ogni sistema >

1) anH k-t b"..XC),_Q—k-l-i + e b00n+7.+h: =0
k=0, 1,.., n)

ed ogni equazione che non occupa uno dei primi » postl del
quadro (A).

Otteniamo a,, a,,..., a,., sostituendo nei secondi membli delle
prime % equazioni di (A) ai ¢, e by, (=0, 1...., n—1),'i loro valori.
Réciprocamente, ove siano soddisfatte le (1) e sia

c C,
- : Y =C,+ 1 t + 27 12+ .y
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si ha: N

by+b,y + .. + by =(b,c, +b,_,c, + .. + bec,) +
; - .
-+ 11 (bnc_l_’- bn—'lc2 + bocn+l) “+..=0,

. _ =1y __
Yo==¢Cp Y1 =Cisers Y — Cp—1-

2. Sia by, b, 30, z=1/y,

Gy + a,yl+ o Y !
f(ll)— b0‘+b‘y+."+bn/ln

= 9{0) + ¢ (0)y + 0" (0)y® + ...

E anche

B Uy + Q22 o + A 2" o(0)  ¢(0)
] =
) b, 1,2 + .+ b" z 2

-+ ..

La (B) risolve, nel caso in cui F(2) sia razionale e nulla al-
Vinfinito. il problema di inversione dell’ integrale

oo

J‘e-“q/(t)dt — F(z)

0

indipendentemente dalla formula d’inversione di RiEMANN.

La serie #O . ¢0) : s
a serie == + 57 4 ., convergente per |z|>yp, se ¢ & il mo-
dulo massimo delle radiei di

©) ' b, + b;L_,z + ..+ bt =0,

& infatti a un tempo lo sviluppo dell’integrale
Jeratniat,
¢ -

che eonverge nel semipiano R(z) > massimo della parte reale delle

radici di (C), e della funzione

] -1
Ay Qg oo+ Q2"
b
b,+ b,z + ..+ bgz"

cosicch® pud seriversi

Ay g+ s+ Q2" -
) == e "yl
b, +b,— 2+ ..+ bz



