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PICCOLE NOTE 261

Sopra una ulteriore semplificazione, in un caso particolare, 
della espressione analitica dell9effetto cinetedinamico.

Nota di Eduardo Gugino (a Messina).

Sunto. - L’A. mostra come Vespressione analitica dell’effetto cinetodina- 
□ mico in un intervallo di tempo (abbastanza piccolo) t possa assùmere 

forma semplice ed espressiva nel moto dei sistemi costituiti da uno o 
più punti materiali, comunque sollecitati, vincolati però a muoversi 
su piani fìssi di giacitura arbitraria, purché non intervengano vincoli 
di altra patura ; inoltre egli dimostra la non validità del teorema del 

. massimo effetto, sotto forma geometrica, in un caso recentemente annun­
ziato, nella particolare ipotesi che i punti del sistema, (a vincoli indi- 
pendenti dal tempo) abbiano tutti accelerazioni costanti.

Nel moto di un qualsivoglia sistema S di punti Pf (/ - 1, 2,..., N) 
di masse comunque vincolato e sollecitato, a partire dalla gene­
rica configurazione C e dall’ atto di moto all’ istante t, ove si 
denoti con a£ la distribuzione di accelerazioni relative allo stesso 
istante, Con P,- la risultante delle forze attive che sollecitano i 
punti Pi, abbiamo definito (?) come effetto cinetodihamico (naturale) 
durante l’intervallo di tempo abbastanza piccolo r, successivo al-

(') Cfr. E. Gugino, Sulla validità ed,, estensione del teorema del mas­
simo effetto « Rend. Acc. Lincei ». vol. X, serie 6a, 2° semestre, fase. 9, 1929.
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1’ istante lo scalare En espresso*  dalla relazione :

i Ä / 1 V
I E =2^™, -4- -5 ) -t- r (F(—»!..«.*) X «,*.
' 1 V ' 1

Se poi il sistema 8 e quindi anche S* si suppone che par­
tano dalla quiete, alle formule (2) si può dare, come sappiamo, 
la seguente forma geometrica più espressiva :

N N ■
(3) E=^iimi'^Ni\

1 1

ove Mi denota la posizione generica del punto all’istante t a 
partire dalla quiete ed N\ e Vi denotano le posizioni del medesimo 
punto, dopo l’intervento di tempo t, rispettivamente nel moto reale 
vincolato oppure in un qualsivoglia moto compatibile coi vincoli, 
realizzato con l’aggiunta di legami comunque scelti.

N ( IV N / 1
(1) En =2ì »w.( ■+■ r, «t"i 2l -+- (Ft — X I vtT -+- ffi.T2

Riguardando il secondo membro come funzione quadratica 
delle a,-, con _FZ, t, prefissate, se in luogo delle af relative
al moto naturale si sostituisce una qualsivoglia distribuzione di 
accelerazioni a,*,  compatibile coi vincoli (a partire dalla configu­
razione C e dall’ atto di moto all’ istante t) si ottiene la formula 
di definizione dell’effetto cinetodinamico virtuale E, relativo al 
generico moto conciliàbile coi vincoli, durante il medesimo inter­
vallo di tempo t :

(1') E =2<mi( V>T -+■ 9 « ~ mia*(  X ( Vi*  ■+■ 9 «A*

In particolare, se il sistema S è a legami indipendenti dal 
tempo e se convenientemente si limita il campo di variabilità delle 
accelerazióni a*,  in guisa da tenere conto soltanto delle accelera­
zioni che competono al moto di un qualsivoglia sistema S*  che si 
deduce da S per l’aggiunta di vincoli « a raccordo » comunque 
scelti, gli effetti En cd E relativi al moto dei sistemi S ed $*,  a 
partire dal medesimo atto di moto all’istante i, possono più sem­
plicemente definirsi per mezzo delle formule

(2)

\ EN—^irnAVi-z -+- ~ ait-} -+- ~ — m,«.,) x
I i ' ' i
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Entro i limiti di validità delle (1) e (1'), (2) e (3) abbiamo di­
mostrato che En ò massimo tra tutte le possibili determinazioni 
di E.

Ciò posto, ße si considera la speciale categoria di sistemi a le­
gami indipendenti dal tempo, formati dà uno o più punti mate­
riali, comunque sollecitati, però vincolati con piani (fissi) in qual­
siasi modo orientati, senza che intervengano vincoli di altra 
natura, vogliamo dimostrare che per tali particolari sistemi le 
formule (2) sono entrambe suscettibili di ulteriore semplificazione ; 
poscia faremo vedere, che con riferimento alle espressioni geome­
triche (3) dell’ effetto cinetodinamico, non è purtroppo possibile fare 
rientrare (*)  un altro caso di validità del nostro teorema recente­
mente annunziato dal prof. Mineo, oltre quello da noi considerato ; 
tale caso invece è stato ritenuto valido per quei sistemi, sempre 
a legami indipendenti dal tempo, sollecitati da forze posizionali, 
nella ulteriore ipotesi che i punti P,, a partire da Un generico 
atto di moto t\., abbiano tutti accelerazioni costanti.

(*) Corradino Mineo, Sul modo di variare delV energia d’accelera' 
; sione, ecc. « Bollettino Unione Matematica Italiana », fase. 3°, Giugno 1930.

Se gli N punti Pi di un sistema S a legami indipendenti del 
tempo, comunque sollecitati, si suppongono vincolati per mezzo di 
piani fissi, comunque orientati, i vincoli bilaterali imposti agli 
atti di moto del sistema, saranno espressi comu è noto, da equa­
zioni del tipo :

B4v} = 0

coi primi membri forme lineari a coefficienti costanti, nelle com­
ponenti delle velocità dei punti Pif rispetto ad una terna ^ali- 
leiana prefissata.

Le distribuzioni di accelerazioni at-* ’ compatibili coi vincoli, 
sono manifestamente definite dalle equazioni che si deducono dalle 
precedenti per derivazione rapporto al tempo :
(4) £(«)  = O'**

relazioni che differiscono dalle precedenti, solo per la sostituzione 
materiale delle componenti delle velocità vi con le analoghe com­
ponenti delle accelerazioni ai5 che i vincoli consentono ai sin­
goli punti Pi del sistema; le equazioni (4) a meno della denomi­
nazione delle variabili coincidono con le:

B^P) = 0 

che, notoriamente, definiscono tutti e solo gli spostamenti virtuali 
del sistema a partire da una generica configurazione.



264 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Da ciò ne segue, che nella nostra ipotesi sulla natura dei vin­
coli, ogni distribuzione di accelerazioni compatibile con essi si 
identifica con uno spostamento virtuale e viceversa.

Ciò posto, qualunque sia la configurazione e F atto di mòto al 
generico istante t, ove si denoti con la distribuzione di accele­
razioni relativa al moto naturale, applichiamo al moto del nostro 
sistema S l’equazione generale della dinamica, cui possiamo in 
particolare dare la seguente forma :

N
(5),  x a, — 0.

1

Se i vincoli addizionali a raccordo relativi al sistema sono 
pure realizzati con piani fissi opportunamente scelti, anche per 
tale sistema ha luogo F equazione :

.v
(5') 2»(■*<  — X « * — 0.

i

Avuto riguardo alle (5) e (5') le formule di definizione (2), pel 
moto dei sistemi particolari considerati assumono in definitiva la 
forma più semplice cui si voleva pervenire :

N l 1 V2
En =2ìwì ( i’>T •+■ g a>T2 ) '

N ■ ! 1 V
+ t2),

i ' ■ '

e pel nostro teorema, F effetto En durante F intervallo di tempo 
abbastanza piccolo r, relativo al moto di S, risulta massimo ri­
spetto all’effetto E, durante lo stesso intervallo di tempo, relativo 
al moto del sistema S*,  che, giova ripeterlo, si deduce da S per 
Faggiunta di vincoli a raccordo, purché realizzati con piani fissi 
opportunamente orientati.

***

Applicando lo sviluppo del Taylor, lo spostamento reale —M, 
del generico punto nell’ intervallo di tempo abbastanza piccolo r, 
può manifestamente mettersi sotto la forma :

1VT ■■■'■» ir 1 „ 1 (Itti „ . _Ni — Mi — VfT 4- X diT2 4- ÖT t3 -I- 41.2 ói at 1
ove il simbolo [4] denota un certo vettore il cui modulo è del 
4° oïdine almeno rispetto a r. L’espressione geometrica (3) dell’ ef- 



PICCOLE NOTE 265

tetto cinetodinamico En, a meno di termini del 5° ordine rispetto 
a T, assume quindi l’aspetto

N N N 4 N
(6) SìwmVM2 — -+- t»Sì«We x «. tS»M1'0'2 ■+-

i i 1 ■ * i

Il prof. Mineo considera il caso, che il sistema S in moto 
sia a vincoli indipendenti dal tempo, sollecitato da forze posizio­
nali, e che i suoi punti abbiano tutti accelerazioni costanti. Deno­
tando con Ri la risultante delle forze vincolar! che si esercitano 
sui punti Pi9 ha luogo, com’ è noto, l’equazione che traduce il prin­
cipio dei lavori virtuali per i sistemi a legami indipendenti dal 
tempo :

N
(7) S«Ä‘Xw' = °- 

1

Inóltre per il postulato delle reazioni vincolar! si ha :

(8) — Fi + 2è,.

Moltiplicando scalarmente entrambi i membri di tale relazione 
per r-j, sommando rispetto all’indice i e tenendo conto della (7) si 
deduce :

N N
(9) Simtai x —SiF‘ x v<-

1 1

Il procedimento seguito dal prof. Mineo essenzialmente con­
siste nel derivare entrambi i membri della (9) rapporto al tempo ; 
avendo supposto le costanti, si ottiene la relazione :

N N '
(io» Si™-61»’ =^Sir>-x » ■+-F-

1 1

ove col simbolo F si denota la funzione :

<U)'

che nella ipotesi di forza posizionale Egli ritiene esprèssa in ter­
mini soltanto della configurazione, dell’atto di moto e del tempo. 
Supposta tale funzione, indipendente dalle accelerazioni, l’Autore 

j fa discendere la proprietà di massimo dell’effetto En, espresso per
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mezzo della formula (6), relativa alla distribuzione di accelerazioni 
nel moto naturale, dall’analoga proprietà di minimo della nota 
funzione dell’ Appell :

1 N N .
r = 2 —SjJ'i X «.,

1 1
rispetto alle distribuzioni di accelerazioni in un generico moto 
maggiormente impedito, realizzato cioè con l’aggiunta di legami 
a raccordo comunque scelti.

Conviene però innanzi tutto rilevare che se pure i tertnini 
T4 N da

del 4° ordine nella (6) X per ipotesi sono nulli nel

moto reale, in generale essi non risultano ugualmente nulli nel 
moto maggiormente impedito; e siccome tali termini, su cui nulla 
può dirsi a priori, sono dello stesso ordine di grandézza di quelli 
che essenzialmente intervengono nel ragionamento, nessuna con­
clusione può ottenersi se prima non si esamina il loro comporta-

7 mento ; ciò che il prof. Mineo non ha fatto premilinarmente.
Inoltre non è lecito senz’altro affermare che la funzione F 

definita dalla (11) risulti nel moto reale, indipendente dalle acce­
lerazioni, anche se ciò possa sembrare formalmente ; occorre prima 
indagare la natura di tale funzione, in relazione con le ipotesi 
fatte e con i postulati fondamentali della dinamica, se non si vuole 
incorrere in qualche equivoco.

Avendo supposto le accelerazioni costanti, dalle (8), derivando 
rapporto al tempo, si deduce:

dFj  dltj ; '
di dt

Moltiplicando scalarmente per e sommando rispetto all’ in­
dice t, si ottiene :

V dFi dJRi(12> S< 4rxw<=-—,

Derivando pure rapporto al tempo la (7) si ha :
N ■ .N

(13) = •

Tenendo conto delle (12) e (13), la (11) può mettersi sotto la 
forma
, . N
(14) .

1
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e contrariamente a quanto ha ritenuto il prof. Mineo, la fun­
zione F dipende anche dalle accelerazioni, nè di essa si può non 
tenere conto nel di Lui procedimento.

Alle medesime conclusioni si può anche arrivare per altra via. 
Moltiplicando scalarmente entrambi i membri della (8) per r, e 
poscia sommando rispetto all’indice ì, si perviene all’equazione:

V ■ N
Si(-f'V+- -Ki) X vt =2iw.«. X vi-

- 1 1

Per la costanza delle accelerazioni, sempre in base alla (8), 
risultano pure costanti le risultanti Ft -+- delle forze totali che 
sollecitano i punti Piderivando, in tale ipotesi, l’ultima equa­
zione rapporto al tempo, si deduce :

N N '
(* ’• + x a; =

1 . 1

Confrontando con la (10), si viene a stabilire la (14), senza essere 
necessario di ricorrere alla duplice ipotesi restrittiva sulla natura 
dei vincoli e della sollecitazione attiva. In particolare si ottiene 
la medesima conclusione, come si è visto, direttamente^ anche 
nelle ipotesi predette.


