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C PICCOLE NOTE AR 225

" Espressioné nnalltlea della funzione f lumtata ad «ae b, [fj.,. -
Nota di LETTERIO LA.BOCCE’I‘TA (@ Roma)

- B

Sunto. - La funzume [IE]b presenta la caratteﬂstwa di cwere espressions
-analitiche diverse nei diversi mtervalh del campo di variazgione della .
funzione 1(x); si mostra che céd nondimeno essa & esprimibile oon wnlt -
combinazgione lineare di’ fcmzwm discontinue elementari, seguendo -lo
stesso metodo, esposto in precedenh scritti, per la rappresentasione @

funsioni che hanno espressioni analitiche dwerse m dmem mtervalh o

del campo dz vammzione della varmbtle X S s

1. Vien chiamata «, ftmzme 1 limitata ad- aebse des;gnata .
con [f]a l) una funzmne F{aa) uguale a f(a:) quando il valore di f(:c) _

(*) C. DE. LA VALLEE POUSSIN, Intéyrales de Lebesgue, fonctums d’ en- .
‘sembles, classes de Bawe, (1916), P 35 )
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& compreso nell’intervallo (¢, b) ma uguale ad a se f{m)gd ed
uguate a b-se flx)=b (). '

Restano cosl determinati tre insiemi valori di x, vale a dire
gl insiemi nei quali si ha rispettivamente fix)<<ea, o <flzy<b
flx)=b e vengono adoperate per (leslgnm‘v questi tre insiemi le
notazioni (%)

1) E[F@)=a]l. EJa<<F(x)<<b], E[F(x)==1}

-Di esse si servono anche gquegli Autori che. non avendo adot-
tato il simbolo [f]ﬁ’, descrivono questa funzione assegnando il gruppo
di relazioni '

F(ac) fley su  Efa < fla) < ]
(2) ‘ C Fla)y=a > Elftr) << o}
[ Fi)=b .~ E[f)=1]

alle guali deve soddisfave (%).

2. In considerazione dell’importanza della detta funzione ri-
tengo non inutile indicarnme una espressione amalitica (') adope-
rando a tale scopo la funzione discontinua Lr, intiero di », i
LEGEXNDRE, della quale mi sono gia avvalso in modo analogo in
“aleuni precedenti miei seritti. ’ ,

Considerando un intervallo nel guale la funzione non & mai
negativa, ¢ supponendo che a ¢ b siano due numeri- positivi, si
ha come espressione di F(x)

3 : o 3b—a) 3fix)
2 + fle) fral —a)+ e+ b—2f @yt M - fl)
— Il + ta— flae) ] — DITL 4= b— f(ex) 2]

By ol

Ciascuno dei primi tre termini di. gquesta espressione corrvi-
sponde ad uno degli insiemi (1) e consis;te in un prodotto di due
fattori dei qguali il primo @ il valore (a, fix), 1) che deve prendere
la funzione F(x) ¢ V' altro & una funziome uguale ad 1 nell’insieme

(') R. Baire, Legons sur les fonctions discontinues, (1905), p. 110.
(3) H. LenEsaue, Lecons sur Uéintégration, et la recher che des f(mctuma
znmutwee, 2ue édition, (1928), p. 108. - . X
) -C. Cararunopory, Vorlesungen tiber reelle chktionen, 2te Anfl,
(1927), p. 895. Si noti perd che invece della lettera E (iniziale di ensemble)
¢ adoperata la lettera M (iniziale di Menge).
(%) La possibilith di una espressione analitica non & accennata in al-
cumi delle opere citate. .
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di cui'si tratta ed a zero mel suo edmplementaré vale a dire che
@ la « funzione carattemstwa > dell’ insieme ().’
Ne segue che la somma di qiesti  tre termlm risulta ugua.le
ad_a, f(x), b secondo che x appartiene rlspettlvamente ad uno degli
" insiemi E,, E,) E;,; mala stessa somma diventa uguale a 20 quando
fl@)=a ed uguale a 2b quando f(ac) b. Per ellmmare ‘queste due
discordanze. servono i due -termini correttivi aggiunti che sono
nulli quasi dappertutto salvo nell’ insieme dei punti dove flx)=a
‘nei quali il primo & uguale ad a e npell’insieme dei punti dove
f(x)="> mnei quali il secondo & uguale a b. Dunque questi- due
_termini sono le funzioni caratteristiche dei detti due insiemi, fun-
zioni costruite seguendo i metodi generalll indicati nel mio prece-
dente scritto sulle « funzioni puntiformi » ).
3. Invece della funzione Ix possono . essere adoperate altre
funzioni per costruire d’una. maniera analoga una espressmne

ai [ ed in particolare le due funzmm o ;

Oper <0

: et w1+ Krooszx . |1 R
_(4)’ semsgnx_e?J L Z‘_i_a) du:: 5 » =0
- o 0 o o ) 1. x>0
soox T 0 per |z[>1
S 1 -
(D) D1ra;:2 s—e-n—o—‘coswmdu_ 5 | =1
. T -4
) A 1’ ]w]<1

Gllmtegra,h deﬁmtl che appariscono in queste funzwm sona
ben noti (¥); essendo fra quelli cons1derat1 da FOURIER nella Théome
analytoque de la Chalewr. - - ' At

. In quanto alle funzioni stesse, la (4) chlamata 8pesso- « fun-
zione dei telegrafisti » & <« equivalente » () -alla <« funzioné unitd »
di HeavisIDE (%). La (8) non 8 altro che il « fattore d@scontmxuo d’l, :

(") C. bE 1A VALLEE Poussm, op: clt, p- 7- ‘
(?) Pubblicato in questo <« Bollettino », vol. VIII, n° B, dleembre 1929.
() V. ad es, fig. 32, p 464 o fig. 31, p. 469, vol. I di J. HoﬁEL, Cours de
Caleul Infinitésimal, (1878), 6 tig, B, p. 35 e fig. 4, p- 80 di RIEMANQ‘HATTEN- :
DORFF, Partielle Dzﬂ’erentzalglewhu“ye”y te Aufl, (1882). - . .
(%) Ciod uguale tranne. che in corrispondenza di wn insieme di ptmt@
di miswra nulla, v, C. KARATHEODORY, ‘op. cit, p. 389, qui il detto ins1eme
. si riduce al solo punto x =0. ‘
() Per la unit function v. 11 Cap. I di E J: BERG, Heavmde s thc?umal ,

Calculus, (1929)
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Dirichlet ». 1) indicazione abbreviata Dir x per la (5) e la denomi-
nazione « semi segno di x » insieme con la corrispondente nota-
zione sem sgn x sono state da me proposte in una comumcamone
al Congresso dei Matematici di Bologna del 1928 . .

Tenendo conto dei valori che assumono nei diversi intervalli
le due funzioni (4), (B) si scorge che la F(x) pud essere semplice-
mente espressa dal trinomio . L o
a '+ b — 2f(x)

2% —a) 1+
¢ 'l+bstsgn§f(x)——b:

6) , asemsgnie— f(m): +- f(x) Dir

ed i due termini correttivi non sono piit necessari, poiché per
fl®)=a, (f(x)="0) il primo ed il secondo (il secondo-ed il terzo) ter-

: T 1 1
mine divengono entrambi contemporaneamente uguali a 5% (Q b).
4. Le due espressioni (3) e (6) sono notevoli non solo perche

‘esse mostrano che la « fonction f bornéde & a el b > & suscettibile
di una effettiva rappresentamone analitica, ma anche per i mo-

. tivi seguenti.

Dalla struttura della (3) risulta anzitutto che i termini corret-

 tivi adoperati possono servire a rendere identiche non solo’ due
* funzioni semplicemente equivalenti, ciod che differiscono solo in
corrispondenza di un insieme di punti di misura nulla, ma anche
due funzioni che differiscono in corrispondenza di un insieme di
misura non nulla, la forma dei termini correttivi restando mal-
~ terata.

. Ed evidente pure & che inalterate restano entrambe le espres-
sioni '(3), (6) quale che sia il numero degli intervalli nei quali: Ia
funzione F'(x) ha una espressione analitica diversa ed infatti:

. 1°) Se f(x) ® sempre crescente per x variabile-da — oo a
" 4= 00, come per es. e, si hanno solamente tre intervalli (— oo, log a),
(log @, logb), (log b, -+ o) nei quali la funzmne F(x) ha per espres-
sioni y —=a, y =e*, y =0>. :

2°) Se si pone f(x)=— Ix~* ed & e b sono due numeri interi
positivi, si hanno due intervalli (—~ ©9, ——Tl) e (é , +bo) nei

o S R ‘
quali F(x) coin¢ide con y —a, un_intervallo (—i)—! . %) nel quale -
coincide con. ¢ =0 ed un numero @ intervalli n=2(b — a) in cia-

(*) Intorno a un metodo per la costruzione di gueste funzioni, v. una
mia Nota « R. C. Ace. Naz. dei Lincei »,.1° dicembre 1929,
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seuno. dei quali coincide con Y=oy ™ essendo uno degli intieri
" compresi fra a 6 b., . - '

3° Se si pone () f( ) =I(Frx)~', a =0, b=mn (n intiero e
positivo) si hanno in ogni intervallo unitario, compreso fra due -
3 intieri successivi, m<x<m-+1, n intervalli nei quali F(x) coin-
cide con y=p, p essendo uno degli intieri < u, e, siccome si .
tratta di una funzione periodica si ha dunque, in questo caso,.
una infinitdk numerabile & intervalli senza che 11 numero, o la
forma dei termini di (3) o (6) siano cambiati.

Infine & importante notare che la (8) e la (6) forniscono un
esempio della estensione del metodo di interpolazione segmentale
gia.da me considerato (3) al caso in cui invece del campo di va-
riazione della variabile indipendente «, ¢ il campo di variazione
dellar funzione f(x) stessa da rappresentare che & diviso in inter-’
valli nei quah la funzione ha espressmm analitiche diverse.

(3) CruDELI, Le probléme. statz‘que fondaiental du solide sphémque ece.
(« Acta \[athemahca »; tome 53, a. 1930).



