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RECENSIONIT

W. BrascHKE: Vorlesungen diber Da’ﬁ'erentéalgeometm'e. (Berlin,
4 Springer): T. 1, Elementare Differentialgeometrie, 3* ediz., 1930
(bearbeitet und herausgegeben von G. THOMSEN) pp. X + 311.

A breve distanza dall’uscita del ITI volume di questo ottimo
trattato di Geometria Differenziale, ancora una nuova edizione, in
parte rielaborata ed accresciuta di nuovi capitoli, ci giunge del
I volume: la terza in meno di dieci anni (*). Cid pud dare gia
un'idea del largo favore incontrato da quest’ opera:'brillante ras-
segna, fatta con moderniti di vedute e con scioltezza e perspicuita
di stile, di alcune fra le pilt suggestive teorie geometriche.

Ispirandosi alla visione gruppale del KiEiN, I’ A. ha cosi di-
stribuito fra i tre primi volumi (quelli finora asciti) la trattazione
delle geometrie differenziali degli enti dello spazio ordinario (3):
ha dedicato il I allo studio delle proprietd invarianti pel gruppo
dei moviments, il I alle proprietd invarianti pel gruppo delle affi-
nita, i1 III ai gruppi di MoBI1US, di LAGUERRE, di LIE, che sone
i pit importanti fra i gruppi (finiti) di trasformamom circolari nel
piano e sferiche nello spazio.

Dovrd qui limitaimi a dire brevemente (?), a proposito del
I volume, soltanto delle pit interessanti modificazioni e aggiunte
introdotte nella pit recente edizione;:e a dare poi una rapida
scorsa al contenuto del III volume, sintesi mirabilmente concepita
ed attuata di ricerche svoltesi per la maggior parte mnell’ultimo

(') La prima edizione & del 1921 (Recensione di E. BoMPIANI nel vo-
lume II di questo « Bollettino », 1923, pp. 80-36); la seconda & del 1924.
11 I volume (Affine Dfferentialgeometrie) d uscito nel 1928. (Recensione di
E. Bomp1anI in questo « Bollettino », vol. 111, 1924, pp. 89-91). '

{3) Nell’ultimo volume I’A. ci esporra (ved. Prefazione al I vol, 2* ediz.)
la Geometria degli spazi riemanniani a pitt dimensioni, e particolarmente,
le basi geometriche della Teoria della Relativita. Nel II volume v'® gia
un breve cenno di geometna iperspaziale (pp 167-172: ipersuperficie in E,
affine).

(®) Riferendomi pel resto alle citate Recensioni del BoMPIANI.
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decennio. ad opera principalmente del BLASCHKE stesso ¢ dei suol
valenti collaboratori (Y. ¢ almeno qui in Italia. non molto cono-
seiute finora. :

Insieme a parecehi miglioramenti di dettaglio. troviamo nella
aftwale edizione del T volume due inmovazioni particolarmente
nuotevoli. Anzitutto: notinmo | introduzione — se pure in modo
non =sistematico, anzi. per cosi dirve. accessorvio — di procedimenti
dnetiantici per lo studio differenziale metrico (« in piceolo -) delle
curve eodelle snperficie. Questo riesee particolarmente utile anche
come preparazione alla lettura del IT1 volume, ove tali metodi
dindagine vengono pin sistematicamente applicati, Precisamente:

Nella Introduzione (ehe in questa edizione 1'A. ha premesso
ai eapitoli sulle enrve o superficie: pp. 1-11) viene, per coxi dire
preparito it terreno. visolvendo (dopo una breve esposizione “dei
privti elementi del Caleolo Vettoriale ordinario) il problema della
determinuzione di mn sisteina completo di iwravianti indipendenti
di i dato sisteina di pantic o di vettori, pel grappe- dei movi-
menti.

Una prima applicazione di questo risultato viene data nel
Cap. 1" (Teoria delle ciree) ove & aggiunta (pp. 19-25) ana interes.
sante ed ampia diseussione sulla determinazione degli - invarianti
di una enrva, A questo proposito ' AL introduce anche le < deri-
vate invavianti - lungo una curva. non perd nel modo seguito dal
NANNIA. ma come derivate rispetto a un parametro s intrinseca-
mente definito dalla curva, data nel gruppo dei movimenti: con-
stderando i easiin cui ds & 1'elemento d arco, o " angolo di contin-
genza, Pin innanzi 'A. dedica allo studio. con procedimenti inva-
riantivi. delle superficie nel gruppo dei movimenti un intero nuovo
Capitolo (il 5°: pp. 128-145); ove amzitutto egli introduce: in modo
analogo o guello se:g'uito nel Cap. 1° per le curve, le « derivate
invarianti » sulla superficie (cosi I' A. chiama le « derivate intrin-
soche », secondo Ricer e LEVI-CIVITA, rispetto al doppio sistema
artogonale delle linee di ceurvatura): poi se ne vale per scrivere
in forma invariante le formule fondamentali della teoria delle su-

perficie di un R, eunclideo, e per studiarve certe superficie speciali

(16 superficie modanate e le superficie canale (3).

(!} Tra questi va particolarmente ridordato .il THoOMSEK, il quale, fra
Faltro, ha- avato modo ‘di dare ampio sviluppo, nella. stesura del terzo vo-
lumes a quella « gemeinsame Behandlungsiweise verschiedener Differential-
geometrien » da lui gid schematicamente esposta in un interessante lavoro
del 1924 (« Mathem. Zeitschrift », 21 Band, pp. 254-285).

2) Coxt 'A. chiama le superficie inviluppo di st sfere, anche di raggio

i,
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Particolarmente utile ed interessante riesce, in questa teoria
invariantiva, I’introduzione di due forme differenziali lineari inva-
rianti, ds, e ds, (elementi d’arco delle linee di curvatura), per le -
quali possono: esprimersi le tre classiche forme fondamentali della
-superficie. A tali forme si collega il° problema, trattato in due
nuovi interessanti paragrafi del Cap. 6° (pp. 181-190), della ¥appre-
" sentazione isometrica con conservazione delle linee di curvatura.

Anche nella trattazione differenziale della Geometria della retta
(Cap. 9°) ' A. ha aggiunto (pp. 289-292) la rappresentazione in
forma invariante delle formule fondamentali’ della teoria delle
" congruenze.

Un’altra innovazione notevole & costituita dalla. teoria delle
strisce superficiali (« Flichenstreifen »), a cui I'A. dedica pure,
trattandola a parte come premessa allo studio delle superficie, un
nuovo Capitolo (il 3°: pp. 67-84). Ricorderd che le sirisce (questa &
la denominazione italiana usata dal Brancui) sono le totalith oc!
di elementi piani uscenti dai punti di una ¢urva e.contenenti le
" direzioni delle tangenti ad essa. L’ esposizione delle propriethd dif-
ferenziali delle strisce, di cui sta a base un: gruppo di formule
analoghe a quelle di FRENET, & interessante e sostanzialmente
nuova : naturalmente vi si inquadrano molti risultati noti, relativi
particolarmente alle strisce asimiotiche, geodetiche e di curvatura,
“che vi trovano anzi la sede pin appropriata. I’A. ha anche I’ occa-
sione @ introdurre la mnozione di parallelismo (superflclale) di Levi-.
Crvira, che perd non utilizza nel seguito.

La preventiva esposizione della teoria dlfferenzialé delle strisce .
da luogo a svariate, utili semplificazioni negli -ulteriori sviluppi
- di geometria.delle superficie (*). Debbo, per brevita, passare sotto
silenzio queste e parecchie altre modificazioni e aggiunte che. sa-
rebbero degne di mota (}): ma mi piace chiudere: -questo rapido
cenno sulla-nuova edizione del I volume segnalando la simpatica,
commossa rievocazione, che VA, fa (in nota a p. 207) dell’ indimenti-
cabile Maestro della Scuola Pisana, del prof. Lui¢1 BiaNcHI, troppo
presto rapito-alla Scienza italiana e all’affetto reverente dei suoi
scolari: alla cui schiera lo stesso A. (e ¢id sia concesso anche allo
scrivente) si compiace rammentare d’aver apparfenuto.

Exra BorToLOTII

'vanabtle Secondo il BIANCHI, comé & noto, la stessa denommamone é
riservata al caso in cui le co! sfere hanno lo'sfesso raggzo . g
(4) Vedi: pp. 81, 94, 99, 106, 118, 147> 151, ‘
(2) Vedi partleolarmente rp. 28-30, 61:64, 170 1’12 228—230

s
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W. BrascukE: Vorlesungen diber Differentialgeometrie. (Berlin,
Springer): T. IIl. Differentialgeonietrie der Kreise und RKugeln,
1929 (bearbeitet von G. THOMSEX), pp. X-474

Cercherd ora di darve un’idea, inevitabilmente schematica e
sommavria, del ricco e multiforme contenuto di questo volume. .

I gruppi che vi sono presi in considerazione, come ho gid
accennato (ved. la Recensione precedente) sono quelli di Mosivs,
di LAGUERRE, di Lie. I A. (dopo una breve Introduzione) inizia
(nel Cap. 1°) la sua espowzmne dallo studio del gruppo di MoBiUs
nel piano.

La geometma di I\IOBIUQ & quella che in molti lavori recenti
dell’A. stesso e di altri & chiamata geometria conforne. K interessante.
accennare alla via qui seguita per introdurla. Ai punti (propri ed
impropri) dello spazio esferni a una data sfera possono farsi cor-
rispondere biunivocamente i cerchi sezione della sfera coi rispettivi
piani polari: a questi cerchi. mediante proiezione stereografica, i
cerchi e le rette (M-cerchi) di un piano =. Al gruppo delle omo-
grafie dello spazio che mutano in sé la supposta sfera viene allora
a corrispondere (isomorficamente) la totalith delle #rasformazions
puntuali del piano = che mutano binnivocamente M-cerchi in M-cerchi:
& questo appunto il gruppo di M6BITS nel piano, che risulta dunque
isomorfo al gruppo dei movimenti della metrica iperbolica che ha la
supposta sfera come assoluto. Lie coordinate proiettive dei punti
dello spazio e in particolare della supposta sfera si interpretano,
uel modo pit naturale, sul piano =, come coordinate telracicliche
dei cerchi, ¢ in particolare dei punti.

I/A. espone parallelamente (Cap. 1°), dopo avere premesso al-
cune nozioni fondamentali di geometria 1perh0]10a plana, gli ele
menti della geometria iperbolica nello spazio e della geometria di
Mobius nel piano, indi passa (Cap. 2°) allo studio della teoria inva-
riantive del gruppo di MoBIUS.

L’ A. si occupa in particolare degli invarianti di un sistema di
tre cerchi: introduce poi la nozione fondamentale di cerchi orientati,
e definisce per essi le coordinate (tetracicliche) normali. Indi mostra
come le tre geometrie metriche: enclidea, non euclidee iperbolica ed
ellittica nel piano possano subordinarsi alla geometria di MsBIUS,
percheé i loro gruppi sono isomorfi a quelli delle trasformazmm di
MéniTs nel piano-che lasciano fisso un punto, o un cerchio reale,
o un cerchio immaginario.

Nel Cap. 3° hanno inizio le ricerche differenziali vere e proprie,
con lo studio dei sistemi oc' di cerchi e poi, in particadlare, delle
curve nel piano, rispetto al gruppo di MoBrus. Indi 'A, passa a
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studiare i sisfemi oc? di cerchi nel piano di MSBIUS: questo studio -
equivale a quello delle superficie nello spazio iperbolico e anche a
quello "dei doppi sistemi oo! orfogonali sulla sfera.

IYA. viene poi (Cap. 4°) alla geomelria di Laguerre nel piano,
che introduce mediante la cosidetta proiezione -isotropa. Rammen-
terd di che si tratta: ciascun punfo (proprio) dello spazio viene

“rappresentato su di un piano = mediante il cerchio orientato (op-
pure punlo), intersezione di m col cono rotondo che ha quel punto
come vertice, I’ asse normale a = e 1’ angolo d’ apertura 45°. Diciamo
rette isotrope le generatrici di tali coni, ciod le rette inclinate di 45°
su =: diciamo L-cerchi di = i cerchi orientati e i punti (propri) del
piano: al gruppo delle affinita dello spazio che mutano rette isotrope
in retle isotrope viene a corrispondere (isomorficamente), per la

" proiezione isotropa, il gruppo delle trasformazioni del piano = che
mutano biunivocamenle rette orientale in rette orientate, ed Lrcerchi
in Lecerchi: questo & il gruppo di LAGUERRE. Esso & anche iso-
morfo (nello spazio) al gruppo di LloRENTZ della Relativita speciale, -
il che ne aumenta singolarmente 1’ interesse. Dopo una interessante
esposizione degli elementi della geometria di LAGUERRE nel piano,
I’ A. passa a un breve studio differenziale delle curve piane, con-
siderate come sistemi oc! di cerchi : dei loro cerchi oscul&tori; e
particolarmente, dei cicli di LAGUERRE, le curve per le guali si
annulla P’ invariante ¢ (p. 164) che in questa geometna é I’analogo
della curvatura.

Si passa infine al pruppo di L1 nel piano. Introdotte, a partire
dalle coordinate tetracicliche normalizzate, le coordinate (omogenee)
pentacicliche, legate dalla relazione .

(1) : YUY +?/a'_J4 =0,
si viene a determinare una corllspondenza biunivoca tra i puntl
di nna guadrica (1) di S, e i K-cerché (cerchi orientati, rette orien-
" tate, punti propri, punto improprio) del piano: le omografie dell’S,
che mutano la quadrica (1) in s& formano un gruppo isomorfo a
quello delle trasformazioni del piano che mutano biunivocamente
- K-cerchi in K-cerchi, e K-cerchi tangenti im K-cerchi tangenti: il.
gruppo di Lie. La teoria degli invariamti di questi gruppi ha
. qualche analogia con quella del gruppo di M8BI1US, sostituiti perd
ai punti i cerchi, e ai cerchi le congruenze lineari di cerchi.
LI’ A. mostra come si possano subordinare le geometrie di M-
BIUS e di LAGUERRE a quella di LiE: il che dipende dal fatto che
i gruppi delle prime due geometrie sono sot{ogruppi di quello di -
Lie; e come la geometria di LAGUERRE possa riguardarsi quale
caso limite di qpella di MéBIUS. Segnalerd ancora una interessante
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dimostrazione (pp. 214-218) del teovema fondamentale della geometria
proiettiva, dal quale P'A. ricava agevolmente i teorems fondamentah
_ delle geometrie di Lik, di M6BIUS e di LAGUERRE.

Nel 6° Capitolo si passa all_a geometria dello spazio. Seguendo
il cammino inverso di -quello percorso pel caso del piano, I’ A.
prende le mosse dalla geometria di LIk, dalla quale ricava poi
quelie di MoBIUS e di LAGUERRE, ad essa subordinate. Introdotte:
dunque le coordinate esasferiche, I'A. studia anzitutto la geometria
(elementare) di L1 delle sfere (orientate] e dei complessi di sfere
dello spazio, ponendola in relazio nel modo ben mnoto) con la
geometria proiettiva delle rette e dei complessi di rette, d1 cui
svolge pure, parallelamente, lo studio. In particolare, vengono in-
sieme introdotte e considerate le nozioni di gquadrica rigata e di
ciclide di Dup/M‘-L’ . svolge poi lo studio delle sirisce superficiali
(cfr. vol. I, Cap. 3°} nelle geometrio delle sfere e delle rette. (Un
elemento piano in queste geometrie si defmlrh medlante due sfere
tangenti, o due rette incidenti).

Infine, I'A. espone gli elementi fondamentali delle geometrie
di M6BIUS e di LAGUERRE nello spazio. :

Nel 7 Capltolo svolge poi insieme; e parallelamente, gli ele-
mentl della teoria differenziale delle superficie nelle geometrie di
MdBIUs e di LAGUERRE. Anche qui (cfr. Cap. 5° del T vol.) si pre-
sentano due forme diffenziali lineari invarianti; e due quadratiche
che possono esprimersi per quelle. Dallo studio delle superficie
I'A. passa (Cap. 8°) a quello dei sistemi a due paramelri di sfere
(nelle geometrie di MoBIUs e di LLAGUERRE), che ne & una gene-
ralizzazione, e a svariate altre ricerche che vi'si connettono. Tra
queste troviamo insieme a ricerche/reCenti (come quelle. relative
alle superficie M-minime e L-minime) anche risultati classici (ad
es. di RIBAUCOUR e di DarBoUx), che appaiono qui nella loro sede
pit maturale.

Infine il 9° Capitolo contiene, insieme agli elementi della teoria
delle superﬁme nella .geometria di Lik, anche .i primi elementi
della geometria proiettiva differenziale delle superficie (secondo’ Fu-
BINI), che nella geometria proiettiva dello spazio rigato’ & proprio
Ia teoria cornspondente alla geometria delle superficie nello spazio
di sfere di Lie. I’ A. considera anche la generalizzazione di que- .
st’ ultima geometna, costituita dalla teoria dei sistemi oo® di ciclids:
quando questo sistema si riduce a quello formato dalle oo? ciclidé
di Lie (") di- una superficie, si ricade nella teoria delle superficie.

A(‘) La ciclide di Lk (ved. p. 380} & 1 aﬁalogo della quadh'ca' di Lie
della geometria proiettiva differe’né/jale. , .
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L’'analoga teoria nella geometria proiettiva dello spazio rigato, che
qui non viene esposta, & stata data dal THOMSEX in un lavoro del
1925 (’). Tra le altre ricerche che in guest’ ultimo Capv\olo sono
svolte, menzionerd lo studio delle superficie K-minime e proiettivo-
minime (pp. 440-447).

Un’ Aggiunta contiene delle sintetiche biografie di MoBIUS,
LAGUERRE, LIE. Come i precedenti volumi, anche questo & fornito -
di una abbondante dotazione di problemi proposti, che in gran
parte costituiscono dei veri e propri complementi al testo: por-
tando ulteriori (spesso assai recenti) risultati con opportum riferi-
‘menti bibliografici. :

In complesso I’opera si raccomanda vivamente all’ attenmone
e allo studio di chiunque voglia temersi al corrente dei progress1

‘e delle conqulste del pens1éro geometrico.
Exta BorroLoTTI

F. SE\'EI{I Conferenze di Geomelria algebrica, raccolte da B. SEGRE
(Roma, Stab. Tipo-Lit. del Genio Civile, 1927-29, pagg. IV 4-39?)

Queste conferenze, impartite all’ Universiti d1 Roma negh anni
scolastici 1927-28 e 1928.29, ma destinate, e per buona ventura, ad
un uditorio piut vasto, si bffrono al lettore in una nitida edizione
litografica, curata inizialmente da B. SEGRE, ma, nella parte mag-
giore ed essenziale, che, & bene dirlo subito, tratta della Topologia,
elaborata personalmente dall’Autore.

L' opera sara indubbiamente accolta dal pubblico studloso col-
I'interesse e col favore che non pud mancare ad una trattazione
intesa a colmare un’importante laciina della nostra letteratura
scientifica; tanto pit se, come mel caso, questa trattazione & in
molte parti improntata ad alta originalita, e rivela il corso d’un
travaglio meditativo, che induce ad accompagnare colle proprie
le riflessioni del Maestro, ed a subirne le suggestioni espbsitive.

La" Geometria algebrica rappresenta per-la topologia un punto
di partenza ed un punto di arrive; non I’unico, ma cerfo uno dei
pit brillanti. Cost & nelle « Conferenze »; se mon che, avuto ri-
guardo alle proporzioni, vien fatto di attribuire al titolo una fina-
lita " programmatica che non intende arrestarsi alle illustrazioni
esposte, ma vi & stata trattenuta soltanto dalle attenzioni che I’ ar-
gomento centrale ha suscltato nell’ Autore. I cultori di Geometria

(*) Ueber eine liniéngemnetrische Behandlungsweise der projektiven Fld-
chentheorie und die projektive Geometrie der Systeme von Fldchen sweiter
Ordnung. (« Abhandl. Mathem. Semin:. Hamburg », Band 1V, pp. 232.266).
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algebrica. che hanno conoscinto le fasi del magnifico « Trattato »,
e si/ augurano di vederne qun’nto prima la continuazione. song
incoraggiati ad aspettarsi una rielaborazione pitt vasta i questéd
Conferenze, nella quale il programma « in pectore - sia comple-
tamente attuato, [ .

Il Maestro non ha bisogno A’ inicitamenti : ghi amnici ed i disce-
poli ben sanno con gquanta energia Egli fomenti la vitaliti della
nostra tradizione geometrica, e con qual compiacimento ne vanti
o favorisea la piena aderenza al temperamento artistico nazionale.
Ad una propaganda cosl sentita e fattivamente attuata. rispondano
i giovani studiosi \'olgendo ad un-indirizzo poderoso o ricco &
applicazioni nei campi pitt svaviati della:matematica. tante attivita
meno seriamente utilizzate. Valga di norma agli ‘accorti. il monito
del Nostro: Calcolo funzionale ¢ t()p()l()"’ld son gli strumenti di
sintesi, a cui s affida la matematica dell avvyenive 4.

EE 2

. L materin delle 34 conferenze si coordina in un tutto orga-
nico, che perd consente, nel modo pin spontamneo, un -raggruppa-
mento subordinato. assai opportuno ai fini di un referto analitico.
Anche ad un primo sguardo si lasciapo nettamente identificure
nella raceolta quattro distinte parti, di cui le due estreme frat-
tano essenzialmente i geometria algebriea, le due centrali. di
topologin. Una breve appendice raccoglie alcune osservazioni ed
agginnte complementari.

La prima parte & essenzialnrente introduttiva alle applicazioni
esposte nell” nltima, ma interferisce utilmente anche colla topolo-
gia. alla quale fornisce materia per interessanti esemplificazioni
e discussioni critiche. Vi si introducono in modo rapido ed ele-
gante, integrato da sobri richiami al Trattito di geometria . alge-
brica dell’ A le nozioni fondamentali sugli enti algebrici. sulle
serie o sistemi lineari ad essi appartenenti, con -particolare ri-
guardo alla riduzione delle singelarith. In relazione all'ultimo
“argomento & da segnalarsi quanto si riferisce alla nozione di falda
incavicotive " una superticie algebrica, ed agl’interessanti con-
fronti colla nozione i falde enclitica, che, attraverso a tipici ed
olementari esempi. (enn_(luco'no ad illust are il divario fra i due
concetti,

A ¢id fa seguito la nozione, dovuta al SEVERI, di ordine in-
rariantivo (assoluto ¢ relativo) delle superficie (o varietd) algebri-

{1 Discorso alla riunione di Torino »(19“28) della Societa -Italiana per
il progresso delle Seienze. '
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che @’ una classe. In argomento I'A.,-accenna ai propri risulfati
concernenti le varieth grassmanniane, intrattenendosi pit diffusa-
mente sulle varietd di SEGRE, in particolare sulle V,,. di tipo ellit-
tice, i cui punti reali rappresentano biunivocamente senza eccezioni
la totalita dei .punti reali e complessi d’uno spazio S,.
L’importanza di questa rappresentazione risiede in cid che’
-essa porge il modello pii naturale, e per dir cosl privilegiato, per
la rappresentazione corretta del campo di variabilith di » variabili
complesseili)n particolaré del campo all’infinito:. privilegiato, in
primo luogo perché idnodello minimo (algebrico. e privo di punis
_anaeltipli) per la rappresentazione in discorso, sia di fronte alle
trasformazioni birazionali, quanto (almeno & da prevedeisi (!) di
fronte agli omeomorfismi, in secondo luogo perchd, analogamente
- al caso di =1 (sfera complessa) conserva il carattere omografico
alle sostituzioni lineari sulle variabili (osservazione di B. SEGRE).-
In modo particolare viene approfondito il caso della V.2 di Sy(r =2),
che, tra I'altro, conduce ad illustrare 'anomalia all’ infinito legata
all’ ordinaria rappresentazione dei valom di  due va.rla.blh com-
plesse coi punti d’un §,. ’ .
L’ argomento & ripreso nella terza’ parte (conf XVII) con os-
servazioni acute e definitive, informate al principio — di cui non
occorre commentare la legittimita, per non dir neces’sutaf — che le
_proprietd delle funzioni analitiche di due variabili, nell’ intorno
di un punto qualsiasi del loro campo d'esistenza (al finito od al-
I'infinito) debban definirsi in modo invariante di fronte alle tra-
sformazioni lineari (omografiche) delle variabili. I’ A. osserva che'il
modo usuale di trattarve i valori infiniti delle variabili non rispetta
questo pnnclplo. in quanto si afflda ad una trasformamonf- non

‘ 1\
lineare, ma quadratica ( = —1—, Y = y) che pone i pwnti all’infi-

nito (dove ha proprio delle eccezmm) in condizione del tutto di-
versa da quelli al finito, e ne snatura il campo, porgendone un
modello costituito da una varieth riducibile. Dopo cid, e viste le
brillanti conseguenze che il SEVERI ha recentemente tratto (Lipcei,
gingno 1929) dalla sua rappresentazione e dalla corretta interpre-
tazione delle singolaritd all’infinito, & da ritenersi che il modello
. in discorso sia ormai definitivamente acquisito all’ Analisi.

L/ultima conferenza (IX) della prima parte & dedicata alle
© varietd riemanniane, le quali vengon realizzate mediante modelli
algebrici privi di punti multipli, seguendo una via , indicata dall’A.

(1) I’A. lo dimostra pitt avanti (conf, XVII) per r=1, e formula
I' espressa previsione.

-
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sfessoin un-corso del-1910-11, ¢he lo serivente ha avuto oce: wione
iiddstrare in o vari sensi. ‘
.. Lacseconda parte delle Conferenze & dedicata alle nozioni fon-
damentali di topologia. ed alle delicate questioni critiche inerenti
alla loro formulazione. portata. e significato. B questa la parte
elaborata pilt originalmente, o pereid pitt ricca di contributi. per-
senali.:iche: in ogni- particolare. domanda d’ esser severamente

nreditata.
Nozioni fondamentali sono quollo di cellula. di varieta topo-
logica. in -particolare  emogenea. di contorno e d"intorno (d un

punto) sepra ‘una varieth. di reticolato. d’omotopia «d isotopia:
prima fra tutte. ed essenziale al significato delle altre. 1a nozione
A -omeomerfismo, -in. relazione alla quale resta definito il campo
diprarvianza delle:proprieti topologiche.
— A fondamento. della nozione d omeomorfismo sta quella di
uumnun‘u & una- corrispondenza. - Ad essa ' AL dedica alcane in-
tervssanti riflessioni. intesa a stabilire. softo ipotesi molto larghe,
I pyuivalenzi. fra- tre diverse impostazioni del concetto: un ricorso
al postidato di ZErMELO. ¢ acutamente eliminato nell’ A ppendice.
- Une remdiconto preciso di tutte le quéstioni discusse in questa
paxtee delle molteplici connessioni fra esse istituite. non potrebbe
aspirave al requisito della breviti: onde ¢i limiteremo a richia-
mare attenzione e interesse del lettore su due panti. intorno

ai -quali il contributo pevsonale si afferma pitt poderosa e xigni-
cativo,

Primo punto: Carattere topologico delle 'nozioni i punti in-
turni e terminali (punti contorno} ed equivalenza colle analoghe
npzioni, intese. in senso. metrico-proiettivo. con riferimento all’am.
hiente della varvieti.

“Tipico &.in proposito il caso delle varietd ad wna dimensione
afperteerchi di linea omeomorfi ad un segmento rettilineo). Affin-
chfe ulle relative nozioni- di punte interni o di printi terminali,
restiacquisito il carsttere topologico. occorre svincolarle dal par-
ticolore omeomorfismo mediante il quale son definife. ¢ pertanto
provare che un.omeomorfismo fra due segmenti rettilinei muta
glicexstremi ed i punti interni dell’uno negli elementi analoghi
dell’altro, Di questa proprieti I' A, espone una dimostrazione ori-
ginule ed elegante ulteriormente semplificata in un l'vm'nto lavoro
(Rendiconti, Palermo, 19: 30). :

I punti terminali ed i punti interni si possmm anche definire
in base al comportamento delle semirette tangenti ¢ degl’ intorni
di cinseun punto. staceati sulla linea da cellule (ipersferiche, ab-
bastanzi piceoley contenenti il punto stesso nell'interno, 1AL di-
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mostra che gli enti cosl deflmtl si 1dent1£1cano coi precedentl (e
di ‘conseguenza i versi intwitivi- coi versi topologici) sotto larghe
ipotesi mnotevolmente semplificate nel preclta.to lavoro in cui la
* proprieta & stabilita per tutte le linee con soli punti semplici.

Per le varieth a pii dimensioni si presentano questioni ana-
loghe; e la risoluzione della. prima, nelle ipotesi pili larghe, pud
affidarsi al feorema di JORDAN generalizzato (teorema di ScHSN-
'FLIES-LEBESGUE-BROUWER) per quanto, come il SEVERI dimostra,
in condizioni lievemente restritiive, sia lecito dispensarsene. La
seconda questione & anch’essa risoluta affermativamente pure a
“patto di lievi restrizioni (a cui viene assoggettata la mnozione ge-
“nerale di varieta topologica) le quali sono ad esuberanza soddi-
_sfatte dalle varietd analitiche.

E pure notevole, in tema di linee, I’importante proprietd sta-
bilita dall' A. a riguardo delle curve (piane) intuitive, ciod di quelle
che possiedono i caratteri (opportunamente precisati) rispondenti
alla nozione intuitiva di curva. La proprieth 8, assieme alla duale,
- quella d’esser incontrate da ogni reffa del piano in mn numero
finito e limitato di punti, il cui massimo & pertanto_un carattere
proiettivo (ordine, risp. classe) reale della curva. I valori dei due
_caratteri  somo stati in seguito espresswamente precisati dall’ A.
nel ricordato lavoro.

Secondo punto: varietd omogenee

.La nozione di varietd omogenea M, (ad » dimensioni) ha in
topologia un’importanza alla quale finora era stato dato poco ri-
lievo, per quanto essa nozioné coi relativi attributi (falvolta taci-
tamente  ammessi su basi intuitive) intervemisse implicitamente
laddove era necessaria. Il SEVERI vi &’ intrattiene con precise ed
. approfondite 1llustraz10m appoggmte ad una bnllante esemphﬁ-
-cazione. '

"Una varieta M, & omogenea nell’ intorno di un’ punto P e
quell’intorno (purch® abbastanza piccolo) riducesi ad un’unica cel- .
lula n-dimensionale contenente P nell’interno. Il che ad esempio
non accade quando M, sia una superflcle conica M, (con due falde)
" ‘e si ponga P nel vertice.

La connessione d’una M, non omogenea pub esser rotta da
una M, con k<n—1, com’d della superficie conica precedente
quando & interdica il passaggio per ‘il vertice. Piit elegante ed
istruttivo & 1’esempio offerto dalla consudera.mone della M, riem-
pita dalle corde d’una superficie F reale di VERONESE, la’ quale
resta suddivisa dalla F in due reglonl distinte (cio®2 comunicanti
solo attraverso F); & onde un apparente paradosso gih segnalato
-ed approfondito dall’A. e da B. SEGRE in una nota (Lincei, gen-
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najo 1929) contemporanea alle conferenze sull’argomento. La spie-
gazione risiede in c¢id che nei punti di M, i quall son doppi (coniciy
per AM,;, quella varieth non & omogenea.

Il SEvERI trae da cid materia per un doppio commento, topo-
logico ed algebr'ico. A conclusione del primo sta un teorema il
quale afferma che la circostanza paradossale di cui sopra impliea
necessariamente la non omogeneith di A,.in gquanto una M, omo-
genea (analitich) non pud essere divisa in due parti da una M,
per cui sin k<<n—1. ,

Il commento algebrico & dedicato alla spiegazione d”un secoido
paradosso apparente legato alla considerazione della M, predetta,
il quale risiede in ¢id che quella 3, non si pud t-zls_fm-nmre bira-
zionalmente senza eccezioni in una varvieth priva di punti multipli.
Niccome In M, stessa & in corrispondenza biunivoca senza eccezioni
colle coppie (non ordinate) di punti (' un piano, ne deriva 1I'impos-
sibilita di vealizzave U immagine |lwl)ru'n (totalmente biunivoea)
dell’ insieme di quelle coppie (¢ pitt in generale delle coppie di
punti d’una superficie algebrica) mediante una varieth prive i
puati multipli. Impossibiliti che prima q'esser accertata ¢ moti-
vata, lasciava adito a ragionevoli inquietudini.

La motivazione del SEVERI elimina ogni dubbio in proposito,
precisando che T'intorno del primo ordine di un punto- dell’ ente
< varieth delle coppie » possiede un ordine invariativo {relativo)
che per le coppie formate da punti coincidenti ha il valore 2;
@’ onde 1'impossibilith di rappresentare quell'intorno coll'intorno’
di un panto semplice @ un qualunque modello algebrico.

Colla terza parte delle Conferenze si entra nel vivo della topo-
logia, e se ne percorrono attraverso agli elegantissimi algoritmi
combinatori, le tappe essenziali. Il collegamento colla topologia del
continuo @ fornito da un teorema, che il SEVERI chiama principale,
e che sta veramente, anche in ordine di compleseuta all’ apice
della trattazione.

Entrano ora in gioco i concetti di caruttere pilu spomflco, ©
gl'invarianti fondamentali, ossia da un lato le nozioni di complessc
{singolare o mnoy di contorno (nell’ accezione pii specifica) di unila-
teralith e bilateralith, di congruenza e d’omologia,” dall’altro i

‘uwhi di connessione,’ i numeri- di BerrI (ordini. di connessione)
ed i coefficenti di torsione coi gruppi relativi.

. In questa parte I’ A., come esplicitamente dichiara, ¥ & man-
tenuto in intimo contatto colla trattazione del VEBLEN; ma la
lettura, pur confermando la dichiarazione, rivela I’ originalita del
rifacimento. Tale originalith si manifesta in maniera pit rilevante
nella conferenza (XVII) dedicata ai complessi e varietd singolari,
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nel trasferimento al continuo del -concetto combinatorio di orien-
tabilita, attraverso alla nozione d’tndicatrice, e nella dimostrazione
dell’invarianza topologica dei coefficienti di torsione. Per gquest’ ul-
tima il SEVERI ha 'impiegato un procedimento, che « mutatis mu-
tandis » riproduce quello da Lui istituito per il caso analogo del
‘gruppo della divisione sopra una superficie_ algebrica.

A1’ originalith, & ben dichiararlo, s’accompagna anche 1’alta
opportunith di questa trattaziene, la quale non pud esser discono-
scinta da chi ‘wverta che, dopo quello del VEBLEN, il nostro &
I'unico trattato dl topologia delle varieth a pii dimensioni {(col
KEREKJARTO siamo ancora alle superficie). Anche per la topologia
I'ora della maturith & venuta, e ne pud restar paga 1’ombra del
grande PoINcaRrg, alla quale deve inchinarsi ’chiunque 8’ accosti -
alle alte speculazioni per cui Egli ha tracciato le vie maestre.

L argomento di questa parte si conchiude con una rapida
esposizione della teoria degl’indici di KRONECKER (esclusa dal trat-
tato di VEBLEN) sostanzialmente riassuntiva nella parte culminante,
che conclude colla costruzione delle basi canoniche, ma opportuna-
‘mente corredata delle indicazioni bibliografiche essenziali.

Si ritorna infine colla quarta parte alla Geometria algebrica,
o« precisamente alla geometria sopra le superficie algebriche, che
ha colla topologia brillanti interferenze, della cui scoperta siam
debitori alla geniale opera del LErscHETz: Il SEVERI si limita ad
esporre le fasi attraverso cui si effettua 1’inquadramento nella
topologia della teoria della base per le curve. di una superficie

algebrica, da Lui creata; ma dopo questo saggio i geometri italiani

non si stanchemnno di chiedere — indulga il Maestro a quest’ in-’
sistenza — quant’ altro conferisca ad illuminarli sulle Sue vedute
intorno all’opera del geometra di Princeton.

Noi leggiamo nelle prime pagine di quest’ultima parte, la
garba-ta critica alla dimostrazione d’uno dei teoremi fondamentali
del LEFSCHETZ, Yelativo all’eguaglianza tra i numeri algebrico ed
aritmetico. delle intersezioni di due cicli algebrici entro alla rieman-
niana, d'una superficie, sorretta da una nuova dimostrazione esau-
‘riente. Pi avanti incontriamo 1’elegante esposizione algebrico-
topologica della teoria della base arricchita dei nuovi significati
acquisiti dal LEFsCHETZ alle concezioni del SEvVERI (!). E doman-
diamo che il Maestro prosegua' :

Vuol ancora esser -segnalato al lettore il sunto preparatorio
all’ esposmlone predetta, mteso a rlchlamare le nozioni fondamen-

(‘) Alla ecui pr esentazwne giova una osservazione semplificativa del-,
r ALBANEsF , )
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tali di geometria sopra una superficie algebrica. nel guale o svi-
luppo storico delle coneezioni. o la conquista dei punti strategici
~son  rappresentati- in fasi intensamente vissute, Edoinfine non
vanno dimenticate, tra i commenti dell” Appendice. Te eleganti
dimostrazioni date dall” X, ai teoremi di Nerro-Liigorn sull’ inva-
vianza topologica dette dimensioni. nei casic per die cost piit sem-
plici o dimosteazioni cheo colla scorta del feoreina di Jorbpax
senceralizzanto, si estendono allac pitt generale proposizione di L.
sescr-Brocwer, DVonde espressiva conclusione che il solo
punto dappogeio detle giiestioni fondamentali di topologia (dimen.
stone cocontornoy &odato dal predetto teorema di Jorpax.,

Lat premessa oschude quasi ogni conclusione. Lie Conferenze del
SEVERL per Pimportanza o altezza dei temi teattatic per la chias
vezza e vivacitio della redaziene, per fe vaste contribuzioni oviginali
e i preziosi viferimenti. costituiscono un apporto di primissimo
ordine alla nostra Ietteratura matematicn, Libro sttracnte. ma non
facile: fihro che fa pensare. Anguriamoci di leggere hen presto |
visultati delle meditazioni che avrd suscitato,

A Compssarr

Cotuxt e o Gavaxt s Dioowpa applicazione del metodo vappresen-
tativo ol wllimo copsimento italicno della popolazione, (1" di.
cembre 19241 Annali di Statistica oserie IVOvoll IV 1920-V

Viene nella statistica metodologica  definito™ come metodo
rappresentativo - quello consistente nell eseguire una rvivelazione
o eclaborazione parziale dei casi in eai un ocerto fenomeno si pre-
sentias in modo che sia possibile di generalizzare i visultati da
exsit ottenuti alla totalith dei eaxic Tale definizione potrebbe in.
durre o pensare che un canpione possa genericamente presentare
tatte le caratteristiche della totalith da eni esso & estratto, per
quanto concerne i diversi fenomeni e 1 loro aspetti che sono ordi-
nariamente oggetto i indagine statistica. tanto che aleuni Autord
ginngono ad affermarve che il eampione stesso dovrebbe fornirve
una specie di riduzione di- tutte le parti dell’insieme, TUna -tale
concezione ¢ erronca. Di solito un campione viene scelto. in modo
che conservi. praticamente Uintensita medin di certi carvatteri: ora,
a meng ehe non si faceiano particolari ipotesi, ¢id non basta ad
assicurare che esso sia anche rappresentativo dell’ intensith media
di altri caratteri non tenuti presenti nella scelta, né che esso sia
Fappresentative della varviabilith, della forma @i distribuzione o
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“delle mutue relazioni degli stessi caratteri tenuti presenti nel]a
scelta, e tanto meno di quelli non tenuti presenti.

A queste conclusioni gli AA. pervengono attraverso conside-
razioni di carattere teorico; e dopo aver dato un succinto abbozzo
di quella che dovrebbe essere una teoria generale della rappre-
sentativith, essi passano a trattare alcune particolari questioni:
subordinazione della rappresentativita di taluni aspetti di un ca-
rattere alla rappresentativitad di altri aspetti dello stesso carattere;
rappresentativith subordinate da relazioni lineari fra quantita fon-
damentali ; rappresentativita subordinate da relazioni lineari fra
caratteri; conservazione deila media aritmetica; scarti fra le medie
dei caratteri nella totalith e nel campione; condizioni per la con-
‘servazione dollo scostamento quadratico medio; condizioni per la
conservazione della differenza media e per la conservazione del
rapporto di concentrazione, k

Tutte le risultanze teoriche vengono sperimentalmente confer-
mate da una particolare indagine che & stata eseguita presso ! Isti-
tuto Centrale di Statistica. Dall’insieme’ dei fogli di famiglia usati
per il censimento della popolazione italiana al 1° dicembre 1921
venne estratto un « campione » costituito dalyfogh di famiglia re-
lativi a 29 fra i 214 circondari che formavano a quella data la
parte del terrvitorio mazionale contenuta nei confini anteriori alla
grande guerra. I 29 circondari vennero scelti in modo che i valori
medi di sette caratteri concordassero praticamente coi corrispon-
denti valori medi nella totalith. Tali caratteri (strumentali della
scelta) furono : la natalith, 1a mortalith e la nuzialith, come numero
medio dei nati e rispettivamente dei morti e dei matrimoni nel
biennio 1921-22 per 1000 abitanti (censimento 1° dicembre 1921);
la percentuale della popolazione agricola mensile nell’insieme dei
maschi di eth superiore ai 10 anni; la percentuale di popolazxone
agglomerata; il reddito medio accertato ai contribuenti dell’im-
posta di ricchezza mobile dolle categorie B e C; I’ altitudine media,
considerando come altitudine media sul livello del mare di ciascun
circondario quella del suo capoluogo. Le medie corrispondenti del
(amplone e della totalith presentarono uno scarto relativo mfe-
riore all’1,59, per Ja natalith, la mortahth la nuzmhta o Paltitu-
dine medla compreso fra 1'1,5°/, ed il 5/, per il reddito medio-
e compleso fm il 5%, e I’8"/, per le percentuali della popolazione
agricola e della popolazione agglomerata. In conformita al criterio
generalmente usato per sperimentare la rappresentatlwta il cam-
pione era dunque da ritenersi bene rappresentativo della totalita.
Senoncha, esammatl altri caratteri (caratteri di verificazione) e
precisamente la densitd della popolazione (ab1tant1 per Km? e
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I"acereseimento naturale, si trovd che, rispetto ad essi, il cam-
pione era scarsamente o non era affatto rappresentativo. circa la
conservazione del valore medio; ¢ cost pure si constatd, caleolando
i rapporti di concentrazione, gli indici di dissomiglianza di corre-
luzione ¢ di omofilia, che il eampione era scarsamente o non era
alfatio rappresentativo per In variabilith. per la forma di distri-
bhuzione dei diversi caratteri e per le loro mutue relazioni.

_ Liesperienza eseguita conferma dunque le previsioni teoriche,
le quali si riassumono nell’ affermazione che il concotto di rappre-
sentativith ¢ relativo ¢ non assoluto. La rappresentativith Jdi un

campione dovri, ciod, caso per caso. definirsi soltanto in riguardo
ad uno o a pin determinati aspetti di uno o di alcuni determinati
Cearatteric ¢ non in senso generico. come si fa di consueto.

Tl lavoro si chinde con la trattazione di due problemi speciali.
Nel primo si determina. sotto particolani ipotesi, la probabilita =
che lo scearto percentuale fra il valore medio di un carattere quan.
titative nella totalith di K circondari e in un campione di k eircon
dari (b= K) estratti a sorte non superi un s assegnato: per e =1.5
risulta == 0.08 circa, cosicehe la piccolezza di = persuade senz’ altrd
che una giudiziosa scelta del campione pud fornire. eirca la con-
servazione del valore medio di- un e wattere, un risultato assai pit
soddisfacente di quello che sarvebbe da attendersi dal campione
estratto a_sorte. Lialtro problema si riferisce alla determinazione.
softo particolari ipotesi, dei limiti contenenti i valori medi nel
campione, relativimente a caratteri diversi da-quelli strumentali
delia seelta.

AW x\"r\'lu' Spektraltheorie der 1mendl¢chcn Matrizen. P.lg }xII
+=2800 8, Hirzel, ed. Lipsia, 1929 :

Queste libro tratta sistematicamente la teoria delle matrici a
infinite linee e colonne. teoria che, come ¢ noto, ha ricevuto un
nuove impulso dalle applicazioni alla teoria dei Quanta (Heisen-
bhorg), Secondo una denominazione introdotta da HILBERT, si chiama
spettro di una matrice (i cui elementi contengono linearmente un
parametro A ciod sono della forma @y — M) 1 insieme dei valori
di % che annullano Ia matrice stessa; poiche lo studio dell’annul-
farsi i queste matrici costituisce 1'argomento principale della
teorin. cost & giustificato il titolo del libro. Nel quale I’ A, scrittore
serio ed ordinato, dopo aver esposto (nei primi due capitoli) i fon-
damenti algebrici ¢ formali della teoria ed aver richiamato alcuni
strumenti analitici, studia le matrici infinife limitate, la teoria
dello spettro ¢ le matriei non limitate di HErRMITE. Nella trattazione
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I'A. apporta spesso interessanti contributi, alcuni solo -di metodo,
altri anche sostanziali ed in parte gia pubblicati dall’A. in me-
morie separate. Specialmente interessante a questo proposito la
teoria dello spettro nelle funzmm quasi periodiche che & qui esposta
in appendice.

I1 libro ‘si chiude con alcune  osservazioni di carattere biblio-
‘grafico. Mi permetto di rilevare a proposito di esse che I’A. at-
tribuendo ad HiLBERT, ToEPLITZ ¢ HELLINGER i principi della
teoria, dimentica i lavori pubblicati su questo argomento da S. Pin-
| CHERLE. Questa omissione & in parte giustificata dal fatto che anche
I'articolo della « Encyclopiidie der Math. Wissenschaften » non @
preciso in proposito; percid mi sembra doveroso ricordare che il
- PiNxCHERLE ha studiato prima di tutti le operazioni funzionali
distributive tra le quali rientrano le operazioni sulle matrici; ha
mostrato le caratteristiche principali dello spetfro e, in particolare,
ha osservato (v. la Nota: Appunti di Calcolo Funzionale distributivo
« Rendiconti del R. Istituto Lombardo » 1897) che una operazione
distributiva in uno spazio ad infiniti elementi pud condurre ad
uno spazio contenuto nel precedente pur non ammettendo radici,
¢ viceversa pud ammettere radici pur riproducendo tutto lo spazio.
- Questa osservazione si trova riprodotta nel libro scritto in colla-
borazione con AMALDI (Le operazion: distributive e le loro applica-
zioni all’ analisi. Bologna, Zanichelli, .1901; si veda il n. 463,
pag. 444) nel qual libro & esposta tutta la teoria. Si pud osservare
che il PINCHERLE e I’ AMALDI si occupano di operazioni.e non di
matrici; ma gli AA. affermano esplicitamente che le operazioni
saranno in generale rappresentate da matrici a infinite linee e
colonne (v. 1. 136 a pag. 97) e del resto, per rendere piii maneg-
gevole il testo anche il WINTNER rappresenta mmbohcumente le
matrici allo stesso modo.

L/ accenno alla rivendicazione della pnonta del PINCHERLE in
questi studi, che ora acquistano nuovo interesse per le loro appli-
cazioni fisiche, mi sembra dunque doveroso; ma esso non deve
essere inteso come una critica al libro del WINTNER, che, come ho
“detto, & assai pregevole, ricco di contributi personali notevoli, ed
_ esposto in modo chiaro s} da riuscire assai utile a tutti i cultori
di queste teorie. , GIuLio SUPINO

Conumentationes in honorem ERNEsSTI LEONARDI LINDELSF, @ disci-
pulis edite, pag. VI+360, Helsinki (Finlandia), A. G. Sana, 1930.

In occasione del 60° anniversario dell’eminente matematico
E. L. LiNDELSF, i suoi discepoli, non pochi dei quali di distinta
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fama, hanno pubblicate un bel volume contenente, oltre al ritratto
del festeggiato e alla dedica, 14 memorie su importanti argonienti
quasi tutti di analisi. Ad eccezione di due, seritte in francese,
esse sono redatte in tedesco. Ne diamo qui 1'elenco, traducendone
i titoli:

J. W. LivpEsErG: Sulle teoria dellu correlazione. — R. 1.
Backurxn: Sulle differenza di due nwmeri, primi cogli n pirimi
numert primi. — BE. Kivikoski: Sulla teoria dei poligowi proiet-
tivi. — N. Pievixce: Swlla approssémazione diofuntea. — K: A.
Povkka: Sul caleolo delle vadici di wn’ equazione algebrica o tra-
scendente. — 1. AHLrors: Swi valori asintotici delle funzioni in-
tere d ordine finito. — R. Nuvaxuixya: Sulle funzioni wnalitiche
limitate. — K. Varsana: Sulla teoria dell algoritmo delle frazioni
continue jacobiune di secondo ordine. — P. 1. MyrpERG: Un feo-
rema sui gruppi fuchsiani e sua applicazione nella teoria delle
funzioni. — B. J. NystroM: Sulla applicazione della wisure loga-
ritmica, in particolare nell intfeqrazione grafica. - K. F. SUNDMAN:
La gravitazione universale e la swa wvelocita di propagazione. —
. Nevaxnizya: Sulla devivata logarvitmice di wna funzione mero-
morfa. — G. JARNEFELT: Alewne osservazioni sulla ryeluzione fra
yli ussiomi geometrici di wnione ed alewne confiqurazioni. — F.
IVERSEN: Swi ralori asintotici delle funzioni periodiche.
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