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PICCOLE NOTE . 169

Sulla stabilith dei punti-zero di un campo vettoriale piano.

Nota di Bruxa DE FiXeTTI (2 Roma).

Sunto. - lLe condizioni altrove determinate per la stabilitd di un punio-.
zero sono state dimostrate sufficienti e si é solo affermato che debbono
essere altresy necessarie. Si dimostra che, alimeno nel caso piano, lo
sono effettivamente.

Un punto ¢, mobile in" uno spazio lineare a # dimensioni, e
la cui veloeith ¢ © determinata in funzione del posto P, si trova
in equilibrio stadile in un punto-zero O del campo vettoriale v(P)
(per cui ciot +(0) = 0) in cui supponiamo esista 1’ omografia vetto-

s __|dv . Cees
riale ZZ[EIT’Lzo (derivata della velocita rispetto al punto), quando

le radici, della sua equazione fondamentale I (x— x)—=0 hanno
tutte la parte reale negativa. Questo teorema & dimostrato in una
mia recente nota (1), dove non & perd stabilita rigorosamente, ma-
soltanto affermata. con una possibile  traccia di dimostrazione, la
proprieth reciproca: che se una almeno delle radici ha parte reale
positiva 1’equilibrio non & stabile (*). ,

Mi propongo nella presente nota di completare in questo senso
la trattazione, limitatamente perd al caso piano (» =2 dimensioni),
e di svolgere qualche altra considerazione cui tale caso semplice
da lnogo. Non occorre dire che questa dimostrazione parziale rende

(Y) L’ equilibrio stabile in un campo di velocita, in corso di stampa
negli « Atti dell’Accademia Pontificia ». '
(%) Si riconosce facilmente che se esistono radici a parte reale nulla,
ma non a parte reale positiva, r equlhbuo puod essere stabile o instabile a
seconda dei casi.
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ancor pili forte la probabilith che lo stesso risultato debba valere
anche nel caso pili generale. ’

1. Riporio anzitutto la ‘definizione precisa di cui, nella nota
citata, giustificai 1'opportunita dei singoli dettagli: un punio-zero O
di un campo- di velocitd -v(P) & un punto d equilibrio stabile se, fis-
sato comungue un intorno s di O, esiste sempre un intorno ¢ di O
(necessariamente compreso in o) tale che se un punto mobile Q si
trova inizialmente in s', esso si muove tendendo verso O, e senza
uscire mai da .

Salvo casi critici, tale condizione significa in sostrmm che
tutte le traiettorie che passano abbastanza vicine al punto O con-
ducono in O,

Se il ecampo di velocita & della forma »(P)=a«(P — O) con 2
omografia vettoriale (1), il problema & risolto dal teorema seguente:
le coordinate del punto mobile Q. secondo wun opportuno sistema car-
tesiano, sono funzioni del tempo * della forma f()) = e’33(}) ove %())
cresce meno rapidemente di 3 ¥ (Y e a & la parte reale di una ra-
dice x dell’ equazione 1,(x» — x)—=0. Ne scende come ovvio corol-
lario che f(3) — 0, per % — oo, se e solo se a <0, e che Q— O,
ossia tutte le coordinate tendono a zero, se e soltanto se tutte le
adici dell’ equazione fondamentale hanno la parte reale megativa.

Questo risultato fa gixa prevedere che varra il teorema prean-
nunciato: sembra infatti naturale che se, in un intormno di 0, il
campo »(P) & assimilabile in prima approssimazione al campo
2(P— 0), G sard o non sard insieme punto-zero stabile del campo +(P)
e del campo «(P— 0). Quest’intuizione, per formare un ragiona-
mento rigoroso, ha bisogno di sviluppi abbastanza ampi, che por-
tano alle conclusioni gid riassunte.

2. Dimostriamo, per apportare allas trattazione I'annunciato
complemento, che se una almeno delle radici dell’ equazione fon-
damentale ha parte reale positiva, 1’ equilibrio in un punto-zero 0
del campo vettoriale piano +(P) non pud essere stabile.

() Cartesianamente, se le componenti v,, vy, .., s della velocitd se-
condo gli assi §, &,.., &« sono funzioni lineari omogenee delle coordinate
del punto P (prendendo O come origine), e ciod si ha ‘

T vi=ay§ + an‘gEg + Qinkn .

(?) Precisamente: (1) & un polinomio in 2 oppure un polinomio in cui
le singole potenze di A figurano mioltiplicate per seni o coseni. V. la mia
nota Sul comportamento di e’= e sul concetto di omografia stabde, « Atti
Ace.. Pontificia », 1929, fasc. supplettivo,
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Possiamo osservare intanto’ che wse tutte le radici hanno la
parte reale positiva ® ovviamente impossibile che I’ equilibrio sia
stabile. Allora infatti il campo_vettoriale opposto v/(P)= — v(P)
hain O un punto-zero stabile, perché 1’ equazione fondamentale
dell’omografia o' = -— « ha le stesse radici di quella di « cambiate
di segno, e quindi tatte colla parte reale negativa. Ed & manifesto
che se un campo di velocitd ha in O un punto-zero stabile ¢id non
pud sussistere per il campo di velocith opposto: basta osservare
che se le traiettorie percorse in un semnso conducono verso 0, per-
corse nel semnso opposto escono da O, e, come & intuitive e come ho
- dimostrato, basta 1 esistenza di anche una sola traieftoria wuscente
da O per escludere la stabilith dell’ equilibrio.

" Sia ora w(P) un vettore funzione continua dei punti P del
“piano, sia 0 un punto per cui ¢(0)=0, ed esista in O I’omografia
ng_vp’ tale ciod che |%(P-—0) — v(P)| <e¢[P—O0|, ¢ essendo fis-
scto ad arbitrio, pur di prendere |P — 0| < 6. L '

Siano x, e x, le due radici di I(x —x)=0. Cartesmnamente,
riferendoci a due assi ortogonah ¢ n, 1'omografia x & rappresen-
tata dalla matrice

’ a’vg B’Ug )
s % oy )
oo oty
% o

ovs ® ovg ‘ ]
e P2 N ;
) ! :m'-.x(ag‘q_ﬂ) (%‘WJ 005 av )&
Wy Wy % o & om om o
; 4 o,
=w”—ac-divv‘+a(’*"’ )'—
’ a('u ")

Le radici x, e ,, o sono entrambe reali, o sono complesse
coniugate; il solo caso che interessa qui trattare & quello in cui @,
€ x, sono reali e di segno opposto, perchd in ogni altra ipotesi le
loro parti reali hanno sempre lo stesso segno. E allora, o sono
negative, e I’equilibrio & stabile, o sono positive, ¢ possiamo con-
cludere gia per la precedente osservazione che 1’equilibrio & in-
stabile. .

Siano dunque «, e z, reali e di ségno opposto, e scriviamo per
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comodith p e — ¢ la radice positiva e quella negativa (p. ¢ > 0):
esisteranno dne vettori unitari @ ¢ b tali che

2@ == pa. 2b=—qb;

_II campo di veloeitit 2P — 0) ha come traiettorie le rette @ e b
passanti per O nella direzione di @ e di b. percorse rispettivamente
divergendo e convergendo verso il punto 0, e i rami delle iperboli

_che hanno tali rette come asintoti. percorsi nella direzione in cui

sono asintotici alla retta @ Tale comportamento mette in evidenza
ehe I'equilibrio & instabile. come. per quexto caso. gid sapevamo:
di pil, esso c¢i permette di dimostrare che la stessa conclusione
vale per ogni campo di velociti +(P) assimilabile in prima appros-
simazione al oumpo' P — 0O) nelle vicinanze di O. perche, come
vedvemo, i trova che il suo comportamento dev’ essere sufficente-
mente analogo da implicare tale conseguenza.

3. Mettiamo in evidenza, nel comportamento del campo »(P— 0),
quelle proprietad che provano I'equilibrio non poter essere stabile,
e che si tratterd di ricomoscere comuni anche ad un campo »(P)
qualunque, ad esso in prima approssimazione assimilabile.

Abbiansi due rette qualunque ¢, d passanti per O e che sepa-
rano le rette a, b, e consideriamo quella delle quattro regioni ango-
lari da esse formate che contiene la direzione di @, ¢ che indiche-
remo con . Un punto mobile @ che si trovi nella regione + e per-
corra le dette iperboli mel senso detto non pud evidentemente
uscire da © né traversare nella direzione verso 0 una qualunque
parallela alla . Non pud quindi muoversi tendendo verso O, e
poiché ogni intorno di O contiene punti di ~ la condizione di defi-
nizione dell’ equilibrio stabile non pud essere soddisfatta. Altro
ragionamento: le due semirette di ¢ sono traiettorie uscenti da O.
che per cid stesso non & punto-zero stabile. v

Entrambe queste proprieta si estendono al caso generale.

4. Dimostriamo infatti che, almeno entro un certo intorno ¢
di O (che potry sempre essere, ad es., un cerchio abbastanza pic-
colo di centro 0), un punto .mobile @ che si trovi inizialmente in *
non pud muoversi tendendo verso 0, a meno eventua}mente che
durante il suo tragitto esca da o. Per rendere alla. buona 1'idea
(ma molto scorrettamente) si potrebbe dire che da un punto di =
infinitamente vicino ad O non si pud arrivare in O secondo un
:ammino infinitesimo, ma, tutt’al pii, si pud ritornare in 0 dopo
di essercene allontanati e aver percorso una lunga trajettoria.
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Si tratta di stabilire che entro un certo cerchio |P— 02 <6 le
rette ¢ e d e le parallele alla b nel loro segmento interno a = sono-
traversate dalle traiettorie del campo »(P) nel .senso che da fuori
di = porta dentro = e da punti di ¢ pit « vicini » ad O (dalla stessa -
parte di O rispetto a una generica parallela di b) porta in punti-
pily « distanti » da. O (e ciod dalla parte opposta) (vedi Fig.). Par-

tendo da un punto di r compreso nel nostro cerchio si arriva allora
necessariamente fuori dal éerchio, non potendosi all’ mterno di esso
né traversare ¢ o d, né avvicinarsi ad O rimanendo entro 7, e ciod
traversando le parallele alla b nei loro segmenti interni a .

La direzione delle traiettorie & quella della velocitd »(P) e
potremo scrivere, scomponendola in due vettori paralleli ad @ e b,

o(P) = ¢(P)-a+ YP)-b

Poniamo similmente P — O=2Xa-+ ub; in t (rette ¢ e d incluse)
avremo ovviamente un numero M tale che.

' |P— 0| < M|\|= M\

(occorre e basta che M sia maggiore della massima distanza da O
dei punti del segmento compreso in t della parallela a b passante
per O+ a). »

Le rette ¢, d avranno p01 r equazmne

y._h)\,‘ w=—k\ (h, k > 0),
e il campo t sard definito dalle disuguaglianze
kX < u < R
Cid posto, la d_isuguagliéuhza

| ¥(P) — «(P — 0)| <-s|P—O|
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“si seriveri ‘ '
, ‘ (st ) — Pi)e + (':‘(P) + @by < P—0:
da cui o fortiori; posto
e==lisen{e. ) =11 — (@ by, '
AP)—pri < P—0 " \yPy+q <s|P—0 .
Eutro = avremo

AP~ i | < 22D,

£

ii‘)ﬂ’—plcm

e quindi i
ALY ~ 0 purche oM < p.

Sulla retta ¢ avreemo per di pib
. , uP ‘
UL+ i = ULV gl = <22, ':‘—/——’4— qh i < eeM
e quindi
UP) 0 purche M < qh.

o altrettanto vale per d purcha
M << gk

o . p g gk . ,

Se : & minore di BIBEa cid che possiamo sempre supporre
pur di prendere abbastanza piccolo 0, queste disnguaglianze assi-
curano appunto che entro il cerchio di raggio 0 le traicttorie hanno
“il comportamento descritto (¢ mostrato dalla figura).

3. Basandoci sul risultato precedente, possiamo estendere al
caso generale 1'altra proprietd che prova il carattere instabile del-
I'equilibrio: 1'esistenza di una traiettoria uscente da 0. I’ insieme
delle traiettorie che entrano in < traversando la-\semiretta ¢ in
punti sempre pitt vicini ad 0 ammette evidentemente una linea
limite che & una traiettoria (¢(P) essendo funzione continua) e che
osce da 0. Altrettanto si pud dire per le traiettorie che traversano d.
Salvo, forse, qualche raso critico, & ovvio che queste due linee
limiti coincideranno; altrimenti anche tutte le infinite traiettorie
comprese fra esse saranno traiettorie uscenti da O. TUna traiettoria
uscente da 0 & ivi tangente al vettore a {possiamo infatti scegliere
I"angolo = comungue stretto purchd racchinda e, e detta traiettoria
sari sempre racchiusa, in prossimita di O, entro 1'angolo t). Rica-
pitolando. Una traicttoria che esce da O & ivi tangente ad a (0 a —a);
existe sempre almeno una tale traiettoria tangente ad @ (e una tan-
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gente a — a); salvo forse casi critici, esse Sono uniche: allora esi
stono due traiettorie uscenti da O in direzioni opposte, e due sole.
~~  Tn ragionamento analogo (si pud dire: il medesimo ragiona-
" mento applicato.al campo v' = — v) mostra che una traiettoria che
porta in O  ivi tangente a b (0 & —b); esiste sempre una traiet-
toria che porta in' O-{in generale, e forse sempre, una sola) tan-
gente a b (e una tangente a. — b); -esistono quindi, salvo forse casi
eritici, due traiettorie che portano in O secondo dlrezwm opposte,,
e due sole (‘)

6. Abbiamo cost dimostrato che per avere !’ equilibrio stabile
& necessario che le parti reali’delle radici di I,(x — ) =0 sianc
non positive e sufflcente che siano negative, che & quanto volevas
dimostrare.

Dimostriamo ora che le condizioni seguenti

a(”é, 'n)
3, n)y

equivdlgono‘ rispettivamente alla condizione necessaria o a quella
sufficente a seconda che si ammetta o non si ammetta anche il
caso limite dell’ eguaglianza (3). -

Si tratta di vedere le condizioni perchd le radici ,, x, di .

—2ax + b = 0 abbiano la parte reale negativa (non positiva).

Bssendo 2a =, +,, b=xx, e x,, x, potendo essere o reali o com-
plessi coningati, si vede che se x,, x, hanno parte reale negativa
{non positiva) si ha necessariamente ¢ <0, b>0 (a<<0,: b=>0).
Inversamente, essendo x,, x, = a==Va*—0b? si vede che se b>0,
a <0 le radici hanno parfe reale negativa. Se poi a =00 b=0
si sa rispettivamente che sono 1mmagmane o che una & nulla e
una uguale a 2a. Condizione necessaria e sufficiente perché Xy Xy
abbiano parte reale negativa (non posltlva.) 8 dunque che sia @ <90,
b>0(a<0, b=0) :

Ricordando che I’ equazione fondamentale si svxluppa in =

o E, 'n)
aE, %) 0

>O

div e <0,

I,(a—x)=a:’—;z:~divv+

rimane provato I’ asserto.

: G Non si dlmentlchera che, tntte queste cnhol\mioni si rﬂeﬂsoono
sempre, evidentemente, al solo- caso di due g:udiei reali. di. segm 6011‘?&!‘0
(®) §'intende naturalmenté il valore della divergdnza o ’&aﬂfJ'aeobhno

nel punto 0.



