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162 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Su una questione di minimo.

Nota di GIANFRANCO CIMMINO (a2 Napoli).

Santo. - L’'A. mostra come rientri nell’ambito di alcune sue precedenti
ricerche un teorema di wminimo, di cui si é recentemente occupato
M. Janet.

Mi permetto di riprendere, ponendomi in condizioni molto piu
generali, un argomento che ho gik toceato in un breve scritto su
questo « Bollettino » ('). Sono stato indotto a cid dalla lettura di due
note di M. JaANmT, apparse alcuni mesi or sono (*), ove ho visto
enunciate certe proprieth di minimo a cui si pud pervenire, in
ipotesi assai meno restrittive, seguendo la via da me tracciata in
una Nota (*) di poco anteriore a quelle di M. JANET: & quanto mi
propongo di mostrare nelle righe seguenti.

1. Ecco dunque, anzitutto, ia questione di minimo di cui si
tratta: :
A) Dato un intervallo (a, b) dell’ asse x, delerminare il wti-

(') Vol. VI1I, (1929), pp. 225-26. :

(?) M. JaNET, Sur le rapport des valeurs moyeines des carrés de dewx
dérivées d’ordres consécutifs [« Comptes remdus de I’Académie des Sciences »,
t. 188 (1° sem. 1929), pp. 681-83]; Sur une suite de fonctions considérée por *
{lermite e* son appiication & un probidme de- calcul des variations. [Ibid.,
t. 190 (1° sem. 1930), pp. 32-34]. ’ )

(¢) G. CimmINO, Fstensione dell idemtita di Picone alla piiv generale
squazione differenzicle lineare ordinaria autoaggiunta. [« Rendiconti della
. Accademis Nazionale dei Lincei », vol. IX, serie 8* (1° gem. 1929),
Pp. 594-261.
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nimo valore che pud assumere il rapporto

.
j 2™ de
o

U 0<p<mn,
2P
Jira

a

quando s8¢ supponga che la z(x) sia continua in (a, b) insiteme con le
prime n — 1, derivate, verifichi le condizions

@) )= (0= =) =0, ofl)y= () =.. =2~ (H)=0,

" abbia mﬁne la derivata 22" assolutamente continua e la deri-

vata 2V (definita quindi quasi ovunque in (a, b)) di quadrato som-

_mabile in (a, b).

Detti w,; w,,.., w, n integrali indipendenti dell’equazione -

,m(m) (_ l)n-!-pw(zp) p— 0

nulli con le prime # — 1 derivate per x =20, si lndlchl -con &n, p
I’ estremo superiore dell’insieme dei valori positivi di %, per cui
risulta .diverso da zero il wronskiano W[w,, w,,.., »,].
Cid posto, verrd ora provato che:
B) La quantita kn, p & sempre finita e il minimo del rapporio (1)
& dafo da

E z é(u-—p)
. ", p
3 <b——__ a) ..

Per il momento, si fisserd un numero finito Ay, p Don supe-
riore a (3) e si porrid :

1 _ : .
4 u(x) = wi[)‘i‘:lp_p, (x — a)]? - t=12..,mn
cosicche le n funzioni u(x) ;rex'ificherannb r equazione
B) D ptt; = u” — (— 1+, P =0, i=1,2,..,0
) P .
e-le condizioni - ; -
©) a) = ui{) = .. =u =0, i=1,2..n
Wlu,, u,,..., u, ]38, . a<xz<h

Le funzioni (4) e una qualsiasi 2(x) sottoposta alle ipotesi enun-
ciate in A) sono legate, in ogni caso, da un’identita, che conduce
immediatamente alla proposizione .B).

2, Prima perd di procedere alla dimostrazione di codesta iden-
tita, sara oppo;'tuno osservare alcune relazioni a cui soddisfano

le u,.
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Si noti anzitutto che dalle (5) si deduce

;

;

{2n)
i
(2n)

1,

- (—- 1)"‘4‘11)\”, p

1

h) )
’M,p

2 |
W |
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i =0 i.j = 1.2, ooy R

Ma il primo membro di questa eguaglianza non & altro che la
derivata dell’ espressione

n—1

A;=Y(—1)
k=0

[13]
i

k)
o

2n—k—1)
a3

2n-k—1)
(7]

7

(= 1)y, pZ (— 1)

k=0

(k)
i

(k)
o]

2 ~h—l)l
wi?

2 «h—ll
7] P

la guale percid risulta costante in (@, b): amzi, poiche, per le (6),
4, & zero in @. si vede c¢he ¢ addirittura, identicamente in (a. b),

()

- . (h)
Si indichi ora con Bj;

ottiene cancellando le colonne d-esima e j-esima e

delln matrice

A4,;,=0.

il determinante di ordine # —2, che si

I i, ., f
o |
U Uy U2 e Uy |
1 I
I\I (31 —2} (n—2) (n—2) i‘
e 1 w a1 |

la linea h-esima

Sicché, per quanto ora si & detto, fatta la posizione (})

n—1

Kn,p — Z (_ l)nz(h—l) 2

n;
!

t U

-1

_”Z( 1)""" ’;

|
}

n

i, j=1

2p—n il

1)+t Y, B””

U

’
wi

: 2=V}, PZ(’_ yp—t : P U Y
m-—") (n—2)
1w i

l uwn h) | ‘

2p—h
e

/

u; z
! 7’

Wi 2

’ n—2) 1 —2}

1¢£’ ) Z“

—1

ug" o
(n

Wi ) 0

(dove il 2 s’intende preso per tutte le coppie %, j con % < 3) ri-

%, j=1

sultera identicamente

8

Ky, p= 0;.

(!) Nelle. formule seguenti indico, per brevitd di serittura, soltanto la
i-esima colonna di un determinante, quando le prime % colonne di questo
=i ottengono dalla ¢-esima dando successivamente ad i i valori 1, 2,..., n.
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D’ altra parte, \pone‘nd(')

’
44 L, 0
1 4 ,
u; ;i -4
——— M”, p : — R”, p
(n—1) u%”‘ 1) _(»-1)
Dn, pu Dn, plﬁ, O

si avrd pure identicamente
(9) M”, p— 0’ R”»P = 0?

poiche, per le (5), sono nulli tutti gli elementi dell’ ultima linea di
codesti due determinanti.

3. Ora, come caso particolare di una relazione che ho data
nella nota citata in (¥), si pud serivere che

My, p2* v (—1)"Bu,pz = Wln,, %y, ..., ,, 2]

(10)

20— D, 2P 4 Wltn,, gy oms ] T W[k, thsyees UL Ko, p=
w z |
i ‘ &
» uﬁn_l' ' '(n—l) |
:ad“[Z( gy W P 0 [,
k=0 Wluy, uy, oy ) :

N 3 Wlw,, ty, e %y 2] )7
Wlw,, %y, .., u,] ¥

Pertanto, se si suppone che la funzione z verifichi le condi-
zioni enunciate in A), 1a (10) si potrd moltiplicare per dx e inte-
grare da a a b; Vintegrale del secondo membro sard nullo, per
‘le (2), onde, tenendo conto delle (8) e (9), si otterrd '

\W[“n Wgy eoi 5 Uy Vz] : N
o Wty gy ] § O

b b
(1) j 2das —hn, | o0V der =
. a a

Questa & Videntita dalla quale, come si & detto, discende su- ,
bito la proposizione B), infatti dalla (11) segue che il rapporto (1)
€ =)y, p; e quindi, in primo luogo, cn ? & finito, chd® altrimenti
Ay, p si potrebbe scegliere grande a piacere e il rapporto (1) mon
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sarebbe mai finito ('), in secondo lunogo si vede che il rapporto (1)
& =% p soltanto quando u,, u,,.., ®,, 2 HON SONO linearmente
indipendenti in (a, b), 0. cid che & lo stesso data la lineare indi-
pendenza di ), #,, .., #,, quando z & una combinazione lineare
it coefficienti costanti dl Myy Wgeweey W,

D altra _parte. questo caso pud presentarsi, solo se il wronskiano
di w,. w,. .., n, si annulla in b, date le condizioni che in b & tenuta

: 2n—p)
" N N Su, . .
n soddisfare la zx). onde dovri essere ), p— (b ’il) , affinche

possa annullarsi- il secondo membro della (11), ¢ ¢id prova del
tutto la proposizione B)..

4. Si noti che 1a (10) sussiste, nei punti in cui W, g2, ] 30,
indipendentemente dal fatto che le w,. a,. ..., w, verifichino le (3)
e (6) ¢ che la z verifichi le (2). Queste condizioni sono servite,
nel ragionamento ora (~0mpiut0, soltanto a far passare dalla (10)
alla (11): ma. com’ & subito visto. anche in condizioni molto
meno restrittive per le u,; e 2z, la (11) riuscirehbe una conse-
guenza della (10).

In base a quest osservazione. si potrebbe estendere il teorema
di minimo B) al caso in cui si faceiano ipotesi .pint generali sulla
ziw)r ma. per amor i brevithi. non mi fermerd su questo punto:
mi limiterd soltanto a notare aleune disuguaglianze che sussistono
fra le ay. p definite da

.
2

@
“-_)) : /\,, p_llllll N

Z‘P>’ dx

ove si supponga sempre che z verifichi le ipotesi di A).
Detti n. p, ¢ tre numeri interi con n>=>p=q¢q=0. si possono

B E ovvio, invece, chey, quando la 2(x) verifica lo condizioni enun-
cinte in ), il rapporto (1) & sempre finito, purché 2 npon sia identica-

} , si ha:

mente nulla. Ponendo, p. es. 2(x) = 'son:;

b—
hz"“gd.’r - B nen +( )s(n )2" + (” )(n )2y
Ju ( )2(""’) 1 2 <( nr )2‘"—113

ot )
b—a

L\ , » n\* 2)20 n\*
[e”" dx W+ 1 (n- 2)% 4 2 (1,_4)2,) .
W :

'

b—a
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scrivere, accanto alla (12), le altre relazioni

b
) J 20
An, ¢ = min. —_Z —

. zlq)® dw
(12) \ ¢
wdx ‘

/ Ap, g < estr. inf. ’
|
(

b
J 2@ dx

di cui la seconda & giustificata dal fatto che )y, ¢ & il minimo de!
rapporto d’integrali al secondo membio, in un campo funzionale °
pitt vasto di quello in cui & astretta a variare la z(x) Cost pure,

per una considerazione analoga, si avrd

b
‘ , j 2t doe
(127) Ap, ¢ < Min,
g J z("—p+q)’dx

a

Le (12), (12'), (12") forniscono subito le dlsuguaghanze cui ho
accennato ; infatti da (12) ¢ (12') risulta che

A, g =M, pho, g
mentre la (12”) equivale a
M, n—p+q =), q-

E pure da osservare che, per quanto & detto nella nota a pa.-
giny rrecadents, si ha la limitazione

v—1 ) B
é( 7: \’2(n—p) kzo( ) (n 2k) ’ s" :g, 86 ”,é pari
- - Z \n) (n—-—?k}’v t v == 112'—-1, sen d dispari

da cui, a pit forte. ragione, si trae

N nn 2An—p)
‘”,Ilé b__

com’® stato provaio anche da M. JANET, per tutt’ altra via, nel caso
particolare p=n— 1.




