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Sul metodo d’interpolazione di Tchebychey.

Nota di Pacirico Mazzoxt {a Bari).

Santo, - Esponiano wn metodo per giungere. pey successive approssinazioni.
ad ottenere il polinomio di grado n di PTeuesyeuey., relativo a una
data funzione. in un dato intervallo. Dicmo anche wn criterio per
stabilire T approssiniazione conseguita con un dato polinowio inter-
medio: vendeirdo piit pratica la ricerca.

1. Preliminari. — Data una funzione reale ¢ continua fleh Ia
ricerea del polinomio Pe). di grado <Za. di approssimazione mi.
nima in un intervallo 25 equivale alla risoluzione del sistema di
equazioni indicato al n.” 67, pag. 89 dell’ Opera del DE La VALLEE
Povssix: Lecons sur Uapprorvimation des fonctions d une vaviable
réelle (Paris. Gauthier-Villars. 1919). La risoluzione di tale sistema
presenta generilmente tali difficolth pratiche. da rendere sconsi-
gliabile il caleolo di Pla) per questa via,

In questa Nota esponiamo un metodo, il quale pur avendo intes
resse dal punto di vista teorico. fa compiere un notevole passo
verso la praticith della ricerea. Costruiremo una successione di
polinomi
(h Q). Qdx). Oyl

avente come limite P2r). ¢ che ordinariamente, se verri scelto
opportunamente il. primo  polinomio” ¢, (nel modo che vedremo
al n 9) tenderd rapidamente a Plr). Anzi vedremo in alcuni
esempi che il ealeolo di uno o due fermini della successione (1) ci
condurri a un risultato cosi vicino a P} che savh inutile conti-
nuare la ricerca. :

2. La suecessione O, O,,... — Scegliamo # 4+ 2 numeri a pia-
core dell’intervallo 4. siano essi ¥y, 9, 4,4, . i ordine crescente
e distinti (!). Cerchiamo il polinomio

Qe = by + b + by + ..+ b, x"

() Sulla seclta di questi punti poniamo uniea condizione che il poli-
nomio di grado % che nei punti g o assume vispettivamente i valori
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di minima approssimazione ¢, sul sislema di punti scelti 1,. ..,
Ypia- risolvendo il sistema di » + 2 equazioni lineari nelle % + 2
incognite h,. b,..., 5:

(1) fyy =20, + by + .. + b,y +(— 1)"@.

Sari

di tale approssimazione (%), e risulter?
#1730, per la condizione che si & posta sui numeri y,, indicata
nella nota (3).

Ora consideriamo la differenza f(x) — @,(x); se il suo massimo
-alor assoluto tra = ¢ # © proprio s, allora @,(x) coincide con P(x),
e in tal caso la rvicerca & compiuta (per il teorema alla fine del
n." 56. pag. 78 dell’Opera citata del De La VavLge Poussiy).

In caso contrario. vi sard qualche punto x in cui la quantita
Hfie) — Qx), sia >¢,. Allora potremo scegliere n + 2 punti z,. 2,,..,
2,,,. nei quali gli scarti fix) — @ (x) risultino di segno alternato,
siano tutti numericamente >¢,, ¢ tali che uno almeno di essi ri-
sulti in valore assoluto >>¢, (}). Partiamo da codesto nuovo sistema
di punti z;. e costruniamo il polinomio §,(x) di minima /approssima-
zione su essi punti: e dieiamo g, il valore di quest’approssimazione.

Cerchiamo indi dei punti 2,. ¢, ,.... #,,,, nei quali gli scarti
floey— Qyfx) siano di segno alternato, siano numericamente = p,,
tali che uno di essi almeno sia numericamente > ¢,. Partendo da
quest” ultimo sistema di punti #«; costruiremo analogamente il poli-
nomio @x) di minima approssimazione ¢, su di essi; e cosi conti-
nueremo, ottenendo una successione di polinomi @,, Q,, ¢;... de-
dotti ognuno dal precedente, allo stesso modo come si & otte-
nuto @, da @Q,.

Flig)ees Flyade visulti invece == fiynay) nel punto Yo, : condizione alla quale
& sempre P()\\l])lle soddisfare, a meno che f(x) non sia esso stesso un poli-
nomio di grado n: caso che naturalmente escludiamo.

(?) Vedasi mia Nota: Sui polinomi di approssimazione minima (« Boll.
dell’ Tnione Matematica Italiana »; Bologna, 1930). In essa ho ricordato
aleune note proprieta dei pohnonn di TcHEBYCHEV, e ne ho dimostrate
altre. ché ci serviranno appunto nella presente ricerca.

Non sarit inutile osservare che la risoluzione del sistema (II) & in
pratica assai meno faticosa di quella del sistema che si otterrebbe, se si
volesse seguire, ad esempio, il metodo dei minimi quadrati; perché qui &
possibile ricondursi al calcolo di determinanti del tipo di VANDERMOXDE.

¢ Ad csempio si potra fare cosi: se £ & un punto tale che risulti
| F(E) — @u(E) | >py, © se (poniamo) § & compreso fra y; e y,, allora basterd
scegliere gli n +2 punti y,, § ¥, y',u,, oppure i punti o, ¥y & Yspeem Yy
secondoche lo searte f(E)— Q,(§) ha lo stesso segno di f(y,) — @iy,), o di

Fly:) — Q)
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Ne questa successione ha un numero finito di termini. allora
I'ultimo di essi sard il polinomio cercato P(x) di minima approssi-
mazione @ su futto Uintervallo =5, Resta dungque da occuparci uni.
amente del caso che essa abbia infiniti termini. Intanto dimo-’
striamo :

I nunieri oy, y. £3... LARII0 S€MPIe crescendo.

Infatti ¢, & dato dalla nota formola (6) del n.° 4 della mia Nota
citata
1) = [ dgro+ A+ o+ A4, L)

' Ag+A,+...+4,,,

.

dove »; rappresenta la quantith (—1).[f(z;)— 0,(z)]. Siccome i nu-
meri 1; sono per ipotesi tutti di uno stesso segno. e tutti numeri.
camente =z, e uno di essi almeno > . segue dalla (1) che 3,
¢ > . Analogamente & :; > 3,, ¢ cosl via, C.od d.

Ne consegue che la successione (monotona) z,. zy. z3.... Se ha
infiniti termini, ammette un limite ¢ (motoricmente << :).

3. Teorema sulle approssimazioni successive. — Ora dimo-
striamo che se la swuccessione (I) ha infiniti termini, essa ha per
limite precisamente P(x), purché i nuwmeri . z'li),..., zfli,'H siano stati
scelti in modo che wno degli scarti assoluti : f(z,'f’) — Qi(zfg“)i differisca
del massimo valore di Hx)—Qutx) | dé ama quantitc s tendente a 0.
«l crescere indefinito di i. :

Infatti Q4x) & il polinomio di minima approssimazione g; su
un certo sistema di punti J{)“. J'f).... J‘,f'.,l, mentre nel corrispon-
dente sistema di punti zb), zl'..... z,‘1'.1 gli scarti fle) — ¢ (x) (che
chianmiamo ordinatamente r,, —r,, + #,,..) sono alternativamente
positivi ¢ negativi. e numericamente >>g,, ecc. Allora il poli-
nomio @, ,, di minima approssimazione sui punti 2 ha I'appros-
simazione z. ., {sugli stessi punti) data dalla formola:

1A7'0+ +Au+l’u+l§
fitr = Ay+ ..+ 4,

(2)

Chiamiamo Jf; il massimo valor assoluto di {fix)— Q{x)!. Po-
niamo, per fissar le idee, che vy, #,.. 7,,, siano tutti positivi;
avremo dalla (2): _ ‘
' Ayry
b = A ¥ A, +
Arg et Ay Phey + A Fr) 0—A,,+,),,+,

Ag+..+4,,,
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Ma i numeri r,, r,,.. sono ’utti =>¢,, onde si ha:
0y f19 s

Agry. ' A(,.—i-...+Ak,.._l+A,,4,,+...+A,,+,
PH'“_A +. +A,H_1+PZ A+ ..+ A, ’
ossia:
Ay - °) ;
» Py = P AL
vale & dire:
o ' Ay et Pisn
‘(3) rh‘—Pn ( 0 A:—l (Pi} )

Ora al crescera gndefinito di 4, la dlfferenza Pigr = p; tende a 0
(percize la sudy Xome ¢, s, ammette un limite), mentre 4, resta
superiore a umx quantith fisse (n.° 4 della mia nota citata); segue
dalla (3) che la differenza r,—p; tende a 0. Allora, siccome r, in-

"dica uno qualunque dei numeri 7y, r,,..., ¥,,,, per l'ipotesi fatta
avremo che la differenza M;—p; tende a 0, al crescere indefinito
di 7; e allora, pel teorema del n.° b5 della suddetta nota, conclu-
deremo che §, tende a P. ' C. d. d.

4. Esempio. — Abbiamo cos} dimostrato che con questo me-
todo si perviene al polinomio cercato P(x), di approssimazione mi-
nima su tuffo Vintervallo af.

Come esempio, consideriamo la funzione flx) =«* nell’inter-
vallo 0, i. Se cerchiamo il polinomio &i TcHEBYCHEV di 2° grado,
abbiamo, vol metodo del n.° 67 doli’ Opera citata del DE LA VALLER
PoussiN, omettendo per brevith i calcoli:

a .
P(a:) == im' - 16“’ + 313 ;
ei quttro plmtl sui qnah vwne raggmnto il massimo scarto p,
80110 : : :
“wo::O; b 4a xizi; 9:,":-{1;'
inoltre si ha p=1:82=0, 08125

Segummo invece il metodo del n.° 2 pa,rtendo dal smt’ema di

punti (equidistanti): - .

i 2. . .
o——o Y= 3"'.‘/::,5; Yy =1

- 8i ottiene come polmomlo Q,(x) di upprosmmazxone minima.
su di essi:

3 1
1(‘”)”' ,'T.gm'*'%a
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e risulta: g, —1:36 = 0,0277.... Allora cerchiamo i punti interni
a (0; 1) nei quali |f— @,| & massima. Risolvendo 1" equazione
f'(x) — @,'(x) =0, otteniamo le due radici:

2= (9 — V31): 18 = 02454...; 2, = (9 4 V21): 18 = 0.7546...;

le quali, come si vede, sono vicinissime ai valori di x, e x,. E se
si cerca il successivo polinomio @, partendo dal nuovo sistema di
punti 0, z,, z,, 1, si ottiene g, = 0,031245..., che ¢ vicinissimo a ¢.
Dunque in questo esempio & bastato caleolare due soli termini
della successione (I) (4).

- . Seelta del sistema iniziale di punti v,y y,5c ¥, — Lt
yuestione pin importante che ci resta da risolvere ora ¢ la ricerca
del sistema iniziale di valori y,, dal quale convenga partire. per
costruire il primo termine @, della successione (I).

Anzitutto se la funzione da approssimare & un polinomio F{(x)
di grado % + 1, col coefficiente di x"*! uguale ad a. allora ¢ noto
che il polinomio P(x) di grado <<, di approssimazione minima
nell’intervallo « —h. «+h, & il seguente:

hu+l S
(III) P(x)= Flx) — g—,)”—‘ - cOos (n + 1) are cos _x__h_ *

che la corrispondente approssimazione & ¢=ah"*1;2" o che gli
# + 2 punti sui quali viene raggiunta tale approssimazione ¢ sono
i seguenti:

k
av) x, = x — h cos PR (per k=0, 1...,2 + 1) ().

Orbene, in generale wer una funzione qualunque continua fix)
assumeremo precisamente codesti valori (IV) come sistema iniziale
di punti Yy, Yuy, per la costruzione del primo polinomio Q, (di

(*) Se invece s’intei-pola la funzione data y =3 ad esempio, con la
3 1
parabola y=§m% —g% la quale passa per i 3 punti (0; 0), (1) -é) (1 1),
si ha come massimo scarto assoluto: V31386 = 0,0482.

(%) Infatti la differenza F(x) — P(x), a causa della (1I1), assume il
suo massimo Valore numerico ah*+*:27 con segno alternato, negli n + 2
punti (IV).F' Vedasi S. BERNSTEIN, Legons sur les propriétés extrémales. ece.
{Collezione BOREL), n. 8, pag.6. Ricordiamo che il coefficiente del termine
x—a

h

di gi;ado # + 1 nel polinomio cos (n + 1) arc cos & 2n i pntd,
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approssimazione minima ¢, sul sistema stesso). Cosi avremo anche
il vantaggio che g, 82 potra ottenere dalle formola semplicissima :
ah”*’

. . : 1 .
(\ ) o= --_u - ) f(/'/”) f(:’jl) +f(?/z)_ . 2 ﬂ?l.m-l) (o)‘

Inoltre ricordiamo- che sarh:

|
Tma-1)1.20 )

-

) =

Cost se' si eerea Ia retta di approssimazione minima fra « e §,
sioassumeri:
Yo=21 yp=(=+1:12; y,=25
Posto ¢(x) = b, + b . si ha:

h=[fs — f(x)]: (8 — =)
- ‘{
vees Lierrore z; ¢ della forma: S 1(, <'f"()|. Invece se s inter-
pola col. metodo «lullv parti proporzionali, il massimo errorve &
v
1G]

~ L1 resteri du staluhm- un criterio per riconoscere se un dato

termine ottenuto @ della successione (I) @ abbastanza vicino a P:

vale a dire per trovare il massimo scarto |f— Q,] tra = e 8: cid
che faremo al numero seguente.

—-/

{5
notoriamente: -

6. Criterio per stabilire 1’approssimazione ottenuts con un
dato polinomio Q. — Considerato in generale un polinomio @),
di grado << n. che dia la migliore approssimazione p, su un certo
sistene ¥, ¥iys ¥nyy (i 2+ 1 punti, chiamiamo M il massimo
valor assoluto della differenza f(x) — Q@)= Ux), e dimostriamo
che ha luogo il seguente teorema: '

Se la derivata £+9(x) non si annulla mai nell interno del-
Iintervallo %, se poniamo :

4 c ) — Q)=
per i=1,2,..,n, e se la quantita < ¢ minore dei due numeri
2¢, 2p,

1) - e
*) , Yi— Yimr Yiar— Yi

{¢) Vedasi 1’Opera citata del DE Lo VALLEE PoussIN, n.° 78, pag. 107
ove si considera perd 1'intervallo —1, + 1, anziché a—bh, « +h.

() Vedasi la mia Nota: Alcune applicazioni dei polinomi di Tchebychev
(« Boll. del’ Unione Matematica Italiana », Bologna, 1929).
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{per i=1,..., n), allora nel caso che sia y,=x e yu,, =08 & cerfo che
la differenza M — ¢, & inferiore alla pite grande delle 2n gquantita

(VI) “{i—¥im1) € sl — 1Y)

Se invece ¥y, ==, allora M & anche <<|f(x)— Q(x)|: e se yn 8
allora & pure M < f(8)— Q(5)'. ,

E le stesse limitazioni vulgono anche per ¢—¢,.

Supponiamo dapprima che sia y,=z e y,"_H:{i: che & il caso
pitt importante ; ¢ poniamo. per fissar le idee, che il primo scarto
flyo) — &y,) sia positivo. Osserviamo che la differenza f— Q="
ha segno contrario nei due punti g, e 9., e percid deve annul-
larsi in un punto intermedio z; (per i=1, 2., n# +1). Perd Yx)
non pud annullarsi in pitt di # +1 punti distinti fra » e 4. altri-
menti YO = fO+D ayvprebbe una radice fra x e 4.

Segue che Y(x) avra un massimo mnell’ estremo sinistro =, poi
un minimo in un punto v, fra 2z, e z,, indi di nuovo un massimo
in un punto v, fra z, e #; ecc.; e non vi saranno altri massimi o mi--
nimi fra = e &, perche ' deve annullarsi negli # punti v, ¢,.... v,
e in essi soltanto (altrimenti L+ avrebbe una radice fra = e 5).
Segue che la funzione 4" avrit # —1 radici fra 2 e B, e non di pii.

Poniamo, per uniformith di notazione, vy==. e v,,,=5. e di-
mostrinmo che nessuna radice di V" pud capitare nei vari intervalli
1t (0 vy), per i=1. 2,..... . Infatti supponiamo, al contrario. che
vi sia una radice y di V" fra y, e v; e che sia ad esempio ¥, <<v;.
Siccome v, e v; sono due radici consecutive di ¥/, la 4” non pud
avere alfre radici fra v;,—;, e v, all'infuori di y: percid ¢” non si
annullera mai fra v,_, e ¥;; e quando « varia da v,_, a ;. la
funzione [ J'(x)| crescerd sempre da 0 a ¢ (%)

Ma per il teorema del valor- medio si ha:

YY) — Yoim)) = (s — 0i—g) - V),
essendo I un valore intermedio fra v, e 9;. Siccome per quello
che si & osservato & [4'(§)| <&, avremo a fortiori:
®) FHYs) — M) | < slys —vi))-

Ma |[$(v;—,)| & il massimo valore di 4] fra z;,_, ez, ed & =p¢,;
¢ siccome Y(v;—;) ha lo stesso segno di Y(y;—,), e il segno contrario
di Uy,) (°), avremo evidentemente: - ‘ )

| 4y) — o)) | = 2,5
(®) Per i=1 si dc;')vra) dire che H)'l -cresce da [¢'(x)] ad &.

(%) Ricordiamo che v;_, ¢ y;—, sono entrambe comprese fra 2zi— € #i,
vhe sono due radici consecutive di ¢.
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onde a fortiori daila (5):
® %, < et — i)
"Ora se Yimy & < 0;—,, dalla (6) si deduce a fértiowl:
@ , 2, < et — Yim)

Se invece ¥;.., ¢ alla destra di v;,, allora invece di partire
dalla differenza (y,) — ¥(v;—,), partiremo dall’ altra $(4) — Y@y
siccome nell’intervallo #,_.,, #; (compreso fra v,_,, ;) valgono le
_stesse considerazioni su |{’|, dedurremo pure in questo caso

) — Uy | < edtfe — Y,

“da cui segue pure la (7). Ma la (7) & assurda, avendo supposto
& < 2p;: (i — Yi—,); dungue in questo caso non vi pud essere alcuna
radice di 4" fra g, e v,.

Analogamente, se v; <.y;. Allora si osserverd invece che nel-
Vintervallo vw,,, la §” (che per ipotesi si annulla in un punto y
fra v; e 4;), nou si annullerd mai fra y; e Vigr © si giungera allo
- stesso assurdo. C. d. 4.

Proseguiamo : supposto v; <<y, siccome 1a ¢” non pud annul-
larsi fra v; e y;, segue che [}'| cresce sempre da 0 ac, quandoa:
passa da v; a 9,. Dal teorema del valor medio si ha:

Yy) — Uo) = (i —v)+ V), .
essendo » un valore intermedio fra v; e y,. Siccome |'(n)] <e;, si
ha a fortiori:

i Wy — W) | < Ef(?(i - '”f)‘

Ma |{(v,)| & il massimo valore M; di |¢| fra 2 e z,.,, mentre .
[¥y;)| = p,; siccome ¢(v;) e $(y,) hanno uno stesso segno, sard infine:

M. —p, <efyi—v);
da cui a fortiori: ,
M; —p, < ed¥i—y:-))

Se invece y; < v;, si ha analogamente | q)(vf)— Uy | <edWivr—Y);
ossia : .
M;—op, <elYirr—y);

e cid per i=1, 2,..,n. Avendo chiamato M il massimo di |}| fra
_xe 8, si conclude ‘che la differenza M —p, & minore della pii
grande fra le 2n quantita (VI). E siccome p<p<M (n°2 della
mia nota citata a.pag. 133), sara anche p ~— p, inferiore allo stesso
numero. : C. d. d
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Ne infine g, © F= 2 allova ponendo vy =12, il ragionamento se-
. guito presta valido, ¢ si conclude che sardc inoltre -2 f('/.)~(._){1)|.
Amiilogamente, se g, © =5 (1) ' ’
Sl‘wssn la sola conoscenza dei valori di fuo) e di ) nei punti
deferminati i, basta dungque a rendere compiuta la vicerca. Tn ogni
cixo pord il segno di f7o— Q7 ¢i divic se il valore z, da scegliere,
per la costruzione del successivo. polinomio della suceessione (1),
sarit alla destrao_alla sinistra del corvispondente valore .

7. Esempio. Conclusione. — Vogliamo approssimare la fun-
zione flo) = VY1 4o mediamte una vetta nell’intervallo (0. 1) (pro-
blema di PoxcrLer). Nell’ Opera del Cassixis: Caleoli nmerici. ecc.
(Pisa, Marviotti, 1928). a pag. 565, col notissimo metodo dei momenti
i ottenuta {a seguente refta:

8) 1= 095432 4+ 0. 426950

Cercando invece la retta di approssimazione minitmae sl si-
stema dei tre pundti 02 050 10 abbiamo :

(M g=0 =8B+ \Vo-\V2) 4+ (V2= 1)ew .
oxsin e )
() Ore) == 095546 -+ 0.341421 e

mentre o == 00454 La devivata () & sempre g=0: inoltre la
quantitiv z; & == UL 5 - QU0.5)=0.0330: talche la condizione (¥) @
soddisfatta, e sard. per la (V1): JI~;1;_<‘1)5,.' ossia il massimo
errove M & certamente - 0.0610. .

Con la retta (8) lo searto nel punto 0 ¢ giit = 0.06568 : siccho
L retta (9) ottenuta per via assai pilt semplice, da cortamente
approssimazione migliore della (8). Anzi coreando il massimo scarto
-0 s trova che esso & OUBIS. ehe & cosi ricino a2, = 0.045H4,
che & inutile prosegquirve lu ricerea, per avere il polinoumio di appros-
stmaziope minima-su tutto Uintereallo 01,

Notiamo che qui abbiamo utilizzato tre soli valori di fleh e
uno i 7. Perd s intende ehe se inveee di coreare una retta sola
interpolatrice fra 0 ¢ 1, ¢i fossimo contentati Jdi avere due rette
distinte. sarebbe stato preferibile Diterpolare per parti proporzio-

o teorema dimostrato resta valido anche se flost si annulla nel-
Finteryo dellintervadlo 23, purehe si sappin che Ia derivata ¢ =f"— Q"
abhia non piit di 9 —1 radici nell’interno dell intervallo «3. oppure che ¢

ne abbinc won pitt di s —20 ceeoppure che $9 ne abbia non pin di una.
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nali sepa,ratamente nei due 1nterval_l1 0 0,5 e 05 1. Tale consi-
derazione ha portata generale.

Concludendo, il metodo esposto & dei pii raccomandabili in
pratica, per quanto non sia affatto escluso che in taluni casi la
sua applicazione possa riuscire laboriosa.



