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PICCOLE NOTE

Sal moto dei gravi nell’atmosfera.

Nota di Mavro Prcoxgk (a Napoli) (*)..

3. La resistenza dipende soltanto dalla grandezza della ve-
locita e ne & funzione crescente e crescente all’infinito. —
Nell' ipotesi ora enunciata il moto di P & caratterizzato dalle
equazionti : ‘

'

’ . cos 0

(12) s v'= — F(v) — gsen 0, 0’=—g—v—,
( 0=V, 00)=9.
Exisxtono. determinati. i limiti
lim o(f) =0, lim 0(f) = o,

t—s A te— A
ed o .
(13) —‘.‘./Zé(o < 0.

Dico che w ¢ finito e diverso da zero. Se fosse w =0, riunsci-
rebbe off) sempre decrescente, laddove dalla prima della (12) e
dalla (13) si ricaverebbe lim v'(§)(f~~\)= — gsenw>0. Non pud
essere v =+ oo, poiché dalla- prima delle (12) si ricaverebbe
lim o'(#)t —\) = — oo e quindi I’ assurdo: o(f) positivamente diver-
gonte. e decrescente. Esistono dunque due numeri positivi m e M
per i quali si ha sempre

<m <t =M

Ne segue A=+ co. Ed invero, se fosse A finito, dalla y'=vsen0
si ricaverebbe |y(f)| << M\, il che & assurdo. Si ha dunque

lim () = — g 2", lim v/(t) = — Fw) — g sen o,
t =00

fo—e 00 w ’

(*) Continuazione, v. num. precedente, pag. 102.
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e quindi, poiché anche 6(f) e v(f) hanno limiti finiti per #— oo
deve riuscire ) . ’
v=—=/2, Fu)=yg.

Onde il teorema : '

V. Nelle ipotesi ora ammesse per la resistenza [F=F\(v), con

F(v) positiva per v >0, sempre crescente e crescente «ll infinito
risultando determinaio e finilo il limite di F(v)/v per v iwﬁnitesunoi
Vintervallo in cui & possibile definive la soluzione (x, y) delle (2) &
I intervallo (0, +- o), e al crescer del tempo all’ infinito la grandezza
della velocitd, mantenendosi diversa da zero e presentando, al piy,
un solo minimo, tende « quel ben determinato valore w per cui &
Fw)=g, laddove U inclinazione 0 tende @ — =/2.

Dal teorema IV e da questo ultimo segue:

V1. Per ogni angolo di proiezione o >0, la grandezza v della

velocita & sempre doltata di minimo, che riesce minore del valore w.

Ed invero, per un certo angolo di proiezione g, =0, diamo
a V un valore V,<w; la v(f), che & decrescente in un intorno
destro dello zero, deve riuscire crescente per valori abbastanza
grandi di ¢, poiche lim o(f) (per t — o¢) = v > ©(0). Esiste dunque
un valore £, per cui v'{t,,, . Vo) =0.

Oramai riferiremo il moto di P all'inclinazione 6 che wvaria
nell'intervallo (— =/2, ¢), aperto a sinistra. ¢ potremo percid te.
nere la sola equazione dell’ odografa: ‘

dv F(/v)
(14) =" tang 6 + oo i’
Vogliamo considerare v =4, ¢, V). come funzione di 0 e dei

parametri ¢ e V che fissano le condlzmm iniziali. Indichiamo
con.vq, ¥y, UV le derivate parziali prime di 2.
Insieme alla (14) si ha

(15) ;_ vz, 0, V)=V,

onde segue. derivando parzialmente, una prlma volta rispettoa V
ed una seconda rispetto a 3,

{uFie))
(16) s vv__[tangﬂ -+ gcos_ﬁ]vv’
( o oorle, 9 V) =1,
[vF ) ]
an = [tang 04— g0 0 Vo

VF(V)

vy, 4 V)= — vo(y, 9, V)= — Vtang¢ — g cos o’
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Pertanto, poiché ogni soluzione di un’equazione differenziale
del prim’ordine lineare ed omogenea, conserva il segno che ha
inizialmente, & sempre
(18) : ov(0, ¢, V) >0,

(19) v,(8, 9, V) <0, per ¢ =0,
e quindi: ’

VII. Tenuto ﬁsso Uangolo di proiezione g, @l valore di v in
un punto di data imclinazione 9 & fumzione crescente della gram-
dezza 'V della velocitd iniziale. Tenula fissa V, il valore di v in un
punto di data inclinazione 6 & funzione decrescente di ¢ per ¢ ¥ 0.

Diciamo 0, il valore dell’inclinazione a .cui compete il mi-
nimo di »; 9, & definito, in funzione di ¢ e di V, dall’equazione :

— v (%, ¢ V)=gsenb, +F['U(0n ¢ V)| =0,
¢ si ha dunque

o, Foow o, Fow
VT T geost,aV’ s geoslag’

e pertanfo, in virtia delle (18) e (19), si ha il teorema:

VIII. Tenwuto fisso U angolo di proiezione 3 >0, il valote 6,
dell’ inclinazione ove & conseguito il minimo v, della grandezza della
velocita ¢ funzione decrescente di V, e v, & funzione crescente. Te-
nuta fissa la grandezza V della velocita iniziale, il detto valore 6,
& funzione crescenle di ¢ e il minimo v, & funzione decrescente,
per ¢ 2= 0. ‘

4. Deformazione della traiettoria con angolo di proiezione
fisso, al variare della grandezza della velocita inizinle. — Fis-
sato 1’angolo di proiezione ¢, su ogni raggio spiccato dall’ origine. 0,
con un’anomalia ¢ < ¢, esiste, qualunque sia V, uno ed un solo
punto della traiettoria. A questo punto compete 1’inclinazione t
definita . dall’ equazione :

4 ®
{20) J‘v* tang 0d0 — tang ¢ . ‘v?do =0,
* S
riuscendo
tang © < tange.

© Vogliamo dimostrare che:

IX. Tenuto fisso U angolo di proiezione g, Iinclinazione della
traiettoria nel suo punto d'incontro con'un raggio spiccato dall’ ovi-
gine di assegnata anomalia (< ¢), & funzione decrescente della gran-
dezza V della velocita iniziale, ed ha per limite — =/2 al crescere
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N @l infivito, L ascissa x di detto punto dincontro & funzione
Crescente di N oed lia per limite infinito.
Devivando invero la 204 vispetto a0 V osi vieava

l 7 Y : iy
27 Thtang @ -— tang ) = -— ‘ " ,'~— Ctang § — tanw o
- b . (.l b b .

donde. sottraendo dal secondo membro il primo detla (20 molti-

“plicato per una costante k.

e

21 SR Coitang s - tang 1) = — ’HHH;.E(J — tang 5)(.‘_"y -~ l;‘f')mlf).

Diamo a & quel vadore positivoe per cui riesce:

potendo stabilire che sard allora
Coer
\ Nl ke <O, per O <:

i
/ ~-t—,—-l.‘/- —~ 0. per O =

risultevehbe dimostrato che 4V < 00 poichd la funzione sotto il
seeno di integrale al secondo membro della (21) riuscirebbe sempre

positiva ¢ nulla soltanto per 6=z Ma =i ha. in virti delle (14
e (16). :
d (e \ / rB = F\ fr K
s — he) = (t:mu = ) = l.'( etimg H 4+ — )
dy\rV c geost il , ' g eoxh

e quindi. tutte e volte che

(233) —; By

rieseo
o (’rr \ I
B e =l i I R
RIARY geosh =
Onde 1a (23) non pud aver luogo che in un unico punto e
sussistono le (22), . _
Por Pascissa of5) del punto d incontro della traiettoria col

rageio per O di anomalia s si ha poi
i . .
lzh = Yoidh.
Y
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¢ quindi
o2 e 1o
= e = See>o

5. Ipotesi balistica sully resistenza. — Sia ora la resistenza
data da -

24) F = 3(y)F¥o)

ove 4(y) & funzione della sola 3, il cui valore rimanga, durante il
moto, sempre compreso fra i due numeri positivi 3, e §, (3; < 3,)
¢ F*v) funzione della sola v, positiva per v >0 e sempre cre-
scente e crescente all’infinito. Anche in tal caso si pud assicurare
che la grandezza v della velocitah rimane pur essa sempre com-
presa fra due numeri finiti e positivi, che, ciod, posto

tl_i_lf( o) =mw,, tl}_ril’\’ o(f) = n,,
riesce
(25) 0 <, <w, <+ oo.

Ed invero, due casi possono presentarsi, o al tendere di ¢
verso \ la o(f) & definitivamente monotona, oppure essa non &
mai definitivamente tale. Nel primo caso, indicato con w il valore
comune di w, e di w,, se fosse w =0, si avrebbe

lim [— &(y)F*(v) — g sen 9] = — g sen » > 0,
t—eA : _

e quindi, per la prima delle (9), I’ assurdo: v(f), per t — A, positiva.
mente infinitesima e definitivamente crescente ; se fosse W=+ o0,
si avrebbe

tlim\[—B(y)F*(v) — g sen 6] = — oo,

e quindi 1 assurdo: o(f) positivamente divergente e definitiva-
mente decrescente. Nel secondo caso si pud frovare una succes—
sione 1, {5,y ¥, tendente a A, di valori di #, per ciascuno
dei quali o(f) ha un minimo, ed inoltre lim v(f,,) (per n—oco)=m,,
ed una seconda successione 2,;, lu,.., 5,5, pur essa tendente
a A, di valori di ¢, per ciascuno dei quali #(f) ha un massimo, ed
‘inoltre lim v(f,,) (per # — o) = w,. Posto

'y(tin)‘ —_'— Yins . v(tiu) = Viy» e(tin) = et'n, (”:‘— 1, 2)3
si ha, per la prima delle (9), ‘ ‘
(26) 3ty FHv,,) + g sen 6, = ¥y,,)F" *vy,) + g sen 0,, =0,
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e guindi

‘ 0 sen € ’ .
o) 2 — L50, P,y < — T2,
donde, passando al limite per 4 — oc,
g sen v N sen ©
0<— 500 < ) < Py £ — L5 — <+ e,

¢id che ha di conseguenza le (25).

In virtha delle relazioni ¢ —=wvsen$, limy (per }— A}=-—oc, ne
socgue A ==+ oc, Dalla secomda delle (9), poich®d — per esse~e deter-
minato e finito il limite di 6(f), per ¢ — +oc — non potrd risul-
tare negativo il massimo limite della derivata 6’(t),;si trae poi
0 == —7f2,

Infine, uffermo ecie, ss & detalmna.to il limite di 3(y) per'
§f ~e — 00, la grandezza o{f} della velocith ha par ersa un limite

- determinato per {-— -+ oc. Cid occorre dimostraie solo mel caso
che la o{f! non sia mai definitivatniente monotona, ma in tal caso
sassistono le (26), dalle quali si trae appunto

Friw)=F¥m) =52 o,

e guindi anche che il limite di ¢(!) & quel ben determinato va

iore w per cui riesce o

27) . ¥(— o)) = g.

Cid si doduce ancho nel caso che o(l) riesca definitivamente mo- ;
eotona, doverndo allora ricultare lim v'(f) = lim [— 3(y)F(v) — g sen 6]
iper £ - oc)=G.

Onde, vix ssumendo, il teorema : I

X. Nell ipotesi che la resistenza opposta dall’ aimosfera ‘abbia.
¥ espression.e (24), con 3y) sempre comtenuta fra ‘due hmm 3¢ 3,
(3, <<3,) finiti ¢ positini ¢ ¥¥(v), positiva: per v =-0, senspre: crescemte;
e crescente all’ infinito, riuscendo delerminato e finito il limite di
PHv)[v per v infmitesimo, Uintervallo di tempo in cui @ possibile -
definire la eoluzione (x,y) delle (2) & Pintervallo (0, + oc); la grandessa
de’m velocitd i &l mambiene compresa fra due Wmili finiti e posi-
tivi, ed ai- cvescerc all infinito del tempo Vinclinasione 0 -tende o
— =/2. Se, ‘nwvitre, & determinato §l- limite di ¥y), per' y— — oo, la
grandezza della velocita, al crescere all’ infinito del tenpo; fende a
quel ben determinato valore W pet cus riesce~ verifiatn ia (27). qu"
ogni caso (‘), pmché qmmdo V() =0, si ha sempre I‘*{v} ,h/s, 5

B (‘) Cfr .Bi1aNoriN1, Sulla velocita minima. (« Rendiconh dalla R. Acc. .
Naz. dei Lincei », 2° sem. 1922).
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la v non oltrepassa mai la maggiore fra le quantita Ve V,, ove V,
¢ quel valore per cus F¥V,))=g/,.

Con tutto cid, supposto ¢ = 0, nelle attuali ipotesi della Bali-
stica esterna classica, non riesce assicurata, in ogni caso, 1’esi-
stenza del minimo della grandezza della velocita, per un valore
finito del tempo, esistenza che & sempre invece stata rigorosamente
stabilita nelle ipotesi del n.° 3, per le quali la resistenza & solo
funzione di qguella grandezza. Il teorema precedente assicura il
verificarsi di detto minimo quando sia ¢ >0, V< w; eppure non
vi & traiettoria di proietto — fra le numerosissime calcolate (%)
. per la compilazione delle tavole di tiro che io ideai e attuai du-
rante la guerra per il tiro delle artiglierie di medio e di grosso
calibro in montagna — nelle quali non si constati, nel ramo di-
scendente, poco dope il vertice, il presentarsi dell’indicato minimo.

Che vi siano leggi di dipendenza della densith 3(y) dell’aria
dalla quota ¢, molto prossime alla media reale e per le quali,
supposto non negativo I’angolo 3 di proiezione, detto minimo deve
verificarsi, ¢i si pud convincere al modo seguente. Sia »(y) una
funzione della sola y, definita nell’ intervallo (— oc, <+ oc), sempre
pmitiv'a e sempre crescente, infinitesima per y — — oo ed infini-
tamente grande per gy — + oc e designino k e x due costanti posi-
tive, ebbene, con la funzione

3(y) = ke—tv),

ove si disponga ulteriormente di #(y), si pud assai bene rappresen-
tare la densith dell'aria in funzione della quota y. Poste dunque

(28) ’ F = ke—»tv) F¥(v),

e fissati ¢ >0, V> 0, potremo concepire v e v’ come funzioni di ¢
e della costante x, ponendo v=v(t, «), v'=v'({, «). Abbiamo visto,
al n.° 3, che esiste un ben determinato valore {° di ¢ per cui
risulta . :

vt 0)=0, v(%0)>0, v’ 0)<w,

e pertanto 1’elementare teoria delle funzioni implicite ci assicura
dell’ esistenza di un numero positivo « tale che, per 0 <« <a, si
pud definire una funzione t,—=¢ (x) della x verificante le relazioni

Vi), )] =0, v'Tt(), ] >0, oftfx) ] <m, HO)=1t,
() Cfr. il mio « Fascicolo IB » delle Tavole di tiro da montagna (Teoria

¢ metodi di compilazione). (Comando d’ Artiglieria della 6* Armata, 1918),
pp- 928 e pp. 128-129. o
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Nell'ipotesi per la resistenza espressa dalla (28) ¢ cost dimo-
strata, per ogni %« <z ' esistenza del minimo per la grandezza
della veloeiti,



