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Sal moto dei gravi nell’atmosfera.
Nota di MAURO PICcoNE (a Napoli)'(*).

Santo. - Si stabiliscono dapprima le proprieti essenziali del moto dei gravi
nell’ atmosfera lasciando alla resistenza da questa opposta la maggiore
generalita possibile: infine si studia. in ipotesi particolari. il comporta-
mento della grandezza della velocita lungo la traicttoria e il compor-
tamento di questa al variare della velocités iniziale e dell’ angolo di
proiezione. I risultati esposti trovansi fra quelli consequiti dall’ :lutore.
fin dal 1918 nelle sue ricerche di Balistica per il pelfe;immmenfn nella
tecnica del tire dell’ Artigliera italiana nella guerra mondiale: cfr. la

_ conferenza dell’ Autore: I/ artiglieria italiana nella guerra mondiale, i -
« Esercitazioni matematiche » del Cirenlo matematico di Cataiia, e Tarti-
colo del generale ROBERTO SEGRE: Tin contropreparazione nella battaglia
del Piave, nel « Corriere della Sera » del 18 geunaio 1930.

La lettura, che ho avuto occasione di fare soltanto in questi
giorni, delle pagine dedicate allo studio qualitativo delle soluzioni
delle equazioni del moto dei gravi nell’atmosfera, nelle Lezioni di
Meccanica razionale, dovute (') a Lei e al prof. Uco AMALDI, mi
ha richiamato alla mente un metodo assai semplice. per eompiere
detto studio, che avevo seguito nelle mie prime ricerche di Bali-
stica fatte durante la guerra, e che parmi soddisfacente anche dal
punto di vista del piu stretto rigore analitico.

Con tale metodo quello che v'® & essenzialé nelle proprieta
qualitative, geometriche e cmematnche, di _dette seluzioni si pud
stabilire lasciando alla resistenza opposta dall’atmiosfera la mag-
giore generalith possibile; ed & sopratuttd il desiderio di: comuni-
carLe questa circostanza — che giudico notevole — che m’induce
ad esumare dalle mie vecchie carte quel metodo. -

In queste'vi ho trovato anche un’analisi del comportamento
della grandezza della velocita lungo la traiettoria e del comporta-
mento di questa al variare della velocith iniziale, con la quale
avevo in quel tempo ritrovato assai. semplicemente risultati gia
noti e conseguito dei nuovi che forsé meritano pur essi d’ esser -
rilevati, e porrd pertanto fine alla ‘presente esponendoLe raplda-
mente anche v ana11s1 indicata. -~ - Sk

(*) Da una lettera: al prof. TurLLio LEVI-CIVITA. ‘
(1) Tvrrio Levi-CiviTa e Uco AMALDI, Lezioni di Meccanica razionale. -
[Zanichelli (Bologna)], vol. 11, parte 1%, § 3 del Cap. IL
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1. Proprieta geometriche e cinematiche del moto nell’ipo-
tesi piu genmerale per la resistenza. — Si riferisca lo spazio ad
un sistema di tre assi x, g, 2, mutuamente ortogonali, di origine
nella posizione iniziale O del punto materiale £ mobile, nell’ atmo-
sfera, sotto 1'azione della gravitha, che supporremo costantemente
uguale alla gravith in O, di grandezza g. 1/ asse y abbia la dire-
" zione di questa e verso contrario e 1’'asse z sia volto verso la si-
nistra di un osservatore che, portato dal piano (x, z), guardi nella
divezione e nel verso dell’ asse wx. Designeremo con V

fit, .y, 2, ', o, &)

la pin albltraud funzione reale,. finita- e ‘continua, delle variabili
reali 1, o, 4. 2, &', y'. 2/, definita per ogni sistema di valori per

" queste variabili, dotata delle derivate parziali del primo ordine, pur

sase finite e conlinue, e sempre positiva quando sia
. X2+ yt4-22>0.
Dette: v la grandezza della velociti~del punto P; z, ¥, 2 le
coordinate di P; «', ', 2’ le componenti della velocith di P, sup-

porremo che la resistenza opposta al moto di P dall’atmosfera
abbia grandezza ‘ ’

Fit, , y, 2, @ oy 2)y=1f(¢t, =, 9, 2 «, ¥, 2),
~ direzione della velocith di P e verso contrario. Il moto di P av-
viene, com’® noto e subito visto, nel piano verticale per O, paral-

lelo alla velocithd iniziale e percm se si assume I’ asse x in questo
piano, si avrd sempre z = z ‘= 0. Porremo

6wy, 0, @y, 0) =T %, & Y),
e supporremo inoltre 1’ esistenza di una funzione ®(x, y, &, ¥') delle

quattro variabili @, y, «’, ', definita per quali si vogliano valori
di queste, finita e continua, tale che si abbia sempre

1 e =y, «, y) < o 9 =, ¥)

Le. equazioni caratterlzzantl il moto di P mel plano (x, y) sono
le seguentl ) « :
@) o ——fw, y":—~g—fy’,

| #0)=y(0)=0, z(O)=V., yO=7V, |

designando dunque con V, eV, le compouentl della velocith ini-
ziale impressa al punto. P. ¥

Per fissare le idee studieremo, in un prlmo momento, il moto
di- P supponendo che sia

V.>0, V,>0.
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Sia (0, A) (A < + o0) il massxmo' intervallo di tempe; aperio a
destra, in oui & possibile defmne una solumone (®, ) delle (2)
Dalle 2) si ricava :

dr’?
®) o Tar T A
d ., . ,
@ oGyt 2y) =— 2fJ 2,
() . Yy —a'y =— ga: f
), Yy’ (H<—g, quando’ y'(t)=0.

Dalla (3) segue che: La componente orlzzontale x della velo-
cith di P & funzione non crescente e non negativa di ¢ e, nel caso
dell’ analiticith di f, decrescente e positiva. Ed invero, non possono
verificarsi che i dme casi seguenti: O & sempre «'(f)==0 in (0, A), op-
pure esiste ivi un primo punto X per cui & 2'(x)=0. Nel primo caso,
poiche x'(0)> 0, sarh sempre x'(f) >- 0 e, per la prima delle (2), x'(¢)
sempre decrescente. Nel secondo caso, sard «'(f) > 0 per 0 ¢ <2
e quindi a'(f) positiva € decrescente nell’ intervallo (0, 1) aperto a
destra, identicamente nulla per £ > ). Questo secondo caso si pud
gia escludere nell’ipotesi dell’ analiticits di f, poiché allora risul-
terebbe x'(f) = 0 per ogni valore di #, contro I'ipotesi x'(0) > 0.

N Dalla (5) segue che (!): La traiettoria volge sempre la conca-
vita verso il basso, nella parte di essa percorsa da P al variare
di ¢t nell’intervallo (0, 3), ed & rettilinea e verticale nell’ eventuale
parte rimanente. , )

La (6) ci dice che y'(f) & decrescente tutte le volte che essa &
positiva o nulla, essa, pertanto, non pud essere nulla che, al piu,
in un punto, e poiche in un intorno destro dello zero riesce ¥'(f) >0,
si avrd y'(f)>0 a sinistra di un eventuale punto {, dell’ inter=
vallo (0, A). ove nesea y'(¢) =0," per essere p01\ sempre a destra
¥yt <O

La (4) i dice che y'? + 2gy non & mai crescente. Per quanto
precede possiamo affennaxe che-i limiti

(7) lim x, hm x, limy, lim (y?+ Zg_/), per t—A,

riescono, ciascuno, ben determinati e. ehe

lim o’ — guantitd finita non negatlva, 1im x =0,
hm(J”-f— 2gy) < +oo e quindi hmy < + oo,

: _(1) Cfr. P1coNE, Lezioni d’Anah's'i infinitesimale. [« Circolo Matematico
. di Catania », Catania, R. Universitd (1923)], p. 178 del vol. T.
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Uno almeno dei limiti (7) deve risultare infinito; poiche, se
cosl non fosse, nel caso A < -+ oo, Pintervallo (0, A) non sarebbe:
il massimo intervallo, aperto a destra, nel quale & possibile defi-
nire la soluzione (x, y) delle (2), nel caso A = -+-oco, dovrebbe ri-.
-sultare lim 2’ =lim ¢ =0, e quindi, in virtu' della (1) e della se-

_conda della (2), limy”’—=— g, ora & assurdo che, con limy”'=—g,
riesca lim y' = 0. '
Dico che

L

®). ' Tim y(t) = — oo.

Ed invero, supponiamo, in primo luogo, lim & finito. Dovra
allora risultare o

limy=—occ oppure lim(y?+ 2gy)=— oo,

" ma anche nella seconda ipotesi riuscird lim y = — oc.

" Sia, in secondo luogo, limz infinito. Dovra allora essere
A = + oo e sempre x'({) > 0, e sarad percid lecito considerare la yu
come funzione di x, definita in tutto 1’intervallo (0, + oc) del-
Passe della x, dotata ivi di derivata »(x) finita e continua. Si ha:

"n(x):m, I

e quindi 7(x), in virti della (5), riesce sempre decrescente al cre-
~ scere di ¢, cioe di x. Esiste dunque ben determinato anche il li-
- mite lim 4(x) (per xr—+ + o). Se fosse finito lim i dovrebbe percid

essere lim 4(x) =0, e quindi sempre . n(x) > 0, y(t)>0 Dalle 2)
si deduce allora

e< Vi, y<Vji— —gt»

ciod I’ assurdo che la curva y = y(x), provvista di un asinteto oriz-
zontale, dovrebbe: sempre mantenersi al ‘disotto di una (ben nota)
_ parabola ad asse verticale con la concavita -volta verso il basso.
Stabilita cosl, in ogni caso, la (8), poiché in un intorno destro
dello zero riesce y(f) > 0, se ne deduce I’ esistenza di un punto T
dell’ intervallo (0, A) per cui & y(T)=0, e quindi di un punto #;
interno all’intervallo (0, T) in cui & nulla ¢, laddove risultera
: ( X . o
y'(t) >0, per 0 <txt, y(t) <0, pert>t,.

Dico che & #, << ). Ed invero, se fosse \ < f,, riuscirebbe y'(}) >0,
lim (' ,’ac) (per t —~ X — 0) = + oo, plb che ‘non & possibile per la
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decrescenza del rapporto y'/a’ nell’ intervallo (0, X). Se fosse k=1,
riuscirebbe 7'(3) =0 e di nuove’

’ ” AN
.l . g+ [
lim S lim v im g ,L = - oo,

e e

Si ha dunque y° =0 nel solo punto f. &/ =0 per tutti ¢ soli
i punti (eventuali) dell'intervallo (.. \). al quale & perd esterno il
punto #,, onde possiamo concludere che:

La grandezza v della velocith di /2 si mantiene sempre di
versa da zero in tutto 1'intervallo (0, \) e percio. la teaiettoria
di P & dotata ovungue di tangente ben determinata. vaviabile con
continuity, con coefficiente angolare non crescente. Indicheremo
con 0 la misura, compresa fra — =2 e =2 dell’ angolo d inclina.
zione dell’asse della velocith sull asse .. che diremo. semplice.
mente, inclinazione della traiettorin. Porremo- 4{0) == v. L' inclina.
zione iniziale 0(0) della traiettoria sara deftn anche angolo di
proiezione. ’ ,

Abbiamo stabilito. in cid che precede. che I inclinazione 4 o
decresce sempre al crescer del tempo nell’intervallo (0, \), oppure,
quando ivi esista il punto A, decresce sempre nell’intervallo (0, ).
per raggiungere il valore — =/2 in X valore che conserva mnel
rimanente intervallo (A, A). )

Assicurato che & sempre v==0, posto () = V. le equazioni (2)
forniscono, in tutto I'intervallo (0. A} :

v'=—F(t, x, 1, vcosl, vsen ) —gsen?,
) cos 0 '
) (Y =—g—, x =wvecosl, g —wvsen?H,

A0)=40)=0, H0)=7, WO)="V.

¢ possiame ora dimostrare che, in ogni caso, la traiettoria non &
mai dotata del finale tratto verticale; del quale abbiamo potuto
escludere 1 esistenza soltanto nell’ ipotesi dell’ analiticita di f, pos-
sinmo cioé escludere 1 esistenza del valore A di £ per cui riesce
“w'(1)==0, 0))=—=/2. Bd invero, se un tale valore esistesse, detto m
il minimo di » in (0, A), riuscirebbe m >0 e, per ogni 6 interno
all”intervalle (0, 3), ’ ’ - :

A/;.,f;_‘_f‘?,’g@_ ﬂvl o tan (? E>—]o tan (‘1_,_7_:)]
‘/'"—,‘g‘(ms()>g[0"‘ angia *+ 1 g ‘ g\a*+ )

-
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onde si perverrebbe all’ assurdo

. ’ ’ 0
2 tim | logtamg (§ + 1) — 1og tang 3 + )]

~ (i_—-o—g-
Si ha duuque infine il teorema:
1. La traietloria del punto P, nel moto deﬁmto dalle equa-
" zioni (2), volge in ogni suo punto la comcavita verso il basso, la
componente orizzontale della velocila & sempre positiva e decrescente
al crescer del tempo e Uinclinazione 6 & pur essa sempre decre-
scente, dal vaiore positivo che ha all’ inizio, per divenire negativa,
mantenendosi perd sempre maggiore di — w/2.
Dalla decrescenza di ' e di ¥ + 2gy si traggonio poi, al modo ;
consueto, tutte le wulteriori proprieth geometriche e cinematiche
_del moto nei punti della traiettoria di eguale quota. Dalla pruna
delle (9) si deduce che:
I1. Al crescer del tempo, la grandezza della velocata ‘decresce
nel ramo ascendente della iraietlioria, ed anche, dopo #l vertwe per
un certo tratto del ramo discendente.

!

2. Ipotesi piu particolari della resistenza. — Non pare che
le note proprieta del comportamento della grandezza della velo-
citd, stabilite nell’ipotesi che la resistenza dipenda solo da questa
grandezza e ne sia funzione crescente, continuino a sussistere
gquando ci Sl metta nelle ipotesi generah del numero prece—
dente.

In ipotesi pih partlcolam si ha perd il teorema:

III. Se la funzione F dipende esplicitamente soltamto dalle
variabili t, x, x', v, ed & sempre

oF oF oF
a—tgo, a—;go? ,a—x,go,
allora, al crescer del tempo, la grandezza v(t) della velocita decresce:
sempre fino ad un (eventuale) valore di t, maggiore di t,, per poi
divenire e rimanere crescente. .
Derivando invero la prima delle (9) nspetto al tempo, e te-
nendo conto della. seconda, si trova:

cos?
v

v :—-—F——Fwac —F o —Fp + gt

ne segue che v’ >0 quando v =0, e quindi che ¢ Y crescente in
ogni suo punto di zero, essa non pud dunque avere che, al pm,
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un punto di zero tl /t e sarh s,empre negatlva pnma d1 tl, sempre
posmva dopo ' ¢;. ,
_Quanto all’ effettlva esistenza dal conmderato eventuale mi-
nimo di v, ove si lasci alla F r attuale generallta si pud du-e sol-
tanto che: - - - -
' IV Se comunque 8 dumo <p e v 0mﬁcant¢ le hmztazzom
'(10) D 0<m/n2 0<V

P

8t ha sempre A(q>, V)= o0, ed esisle una particolare coppm (cpo, Vo)
di lali-valori di ¢ e di 'V, per i quali v(t) consegue il suo minimo,
‘¢id. quviene per gqualungue ooppm di valori d@ ¢ ediV vemﬂcantz
le (10). .

Ed invero, _concepxte v e o come funzioni d1 L, ¢ o V, esse
sono finite e continue con le loro derivate parziali prime, mspetto
at o V, nell’insieme definito dalle limitazioni ;

0<e<n2, 0<V, 0t

Si -abbia ora, in un punto (f,,, 4o, Vo) di tale insieme,

-~

v,(tlw Pos Vo):O) o
poiche, tutte le volte che riesce, nel detto insieme,w

{1 - vt ¢ V) =0,
si ha pure .
» £,>0, v, ¢, V)>0,

1’ elementare teoria delle funzioni implicite assicura che 18« (11)
definisce #, come funzione delle variabili ¢ e V, per i valori di .
“queste Venflcantl le (10). , L \ ‘ ‘

o ‘ B (cogtmua)j



