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ngh estreml dl corde normali a una linea- ea una superﬁcxe.

Nota di GIUbEPPE ALIPRANDI (u P(mdov a).

Sunte. = L'd. generalizza. usando la rappresentazione funzionale, un pro-
blema di massimo e di minimo trattato prime dal BONKET per le corde -
di mm conica e p01 dal ’\[I\FO per Te cor de di wna superficie ordinaria.

[ RN

“In un recente lavoro pubblioato su questo « Bollettino » (), il
prof. MI\'EO. 1-1ehlanmte aleune ricerche del BonxrrT sulle corde di
’ uua eu\lva (3. ha estese le steste eonqdennom alle 001'de di una
'»uperflcle '

Ecco e questioni-trattate da detti Autor

. Data una curva piana (o superficie ordinaria) K, si conmdeu,

per ogni pirfito A di A una corda 44’ di K perpendicolare-a Kin 4:

cercare fra queste corde quelle che hanno lunghezza massima o
minima. oo - -

- Le condizioni che per qﬁeste corde sono trovate dai detti
Autori. conservaio la loro forma anche quando invece di consi-
derare una sola curva o superficie, si consideri una curva del
piano (superficie dello spazio) K e i segmenti A4’ che sono per-
pendicolari a A in un suo punto generico 4 e che hanno I’altro
estremo A’ in un’altra curva piana (o superficie dello spazio) K.

Nell'esporre questa estensione. cerco di sfruttare i vantaggi
che offre 1a rappresentazmne funzionale.

1. Consideriamo due curve K e K’ di un plallo nello spazio H (%),
esse saranno descritte da due determinanti f= f({, w), F=F(, v).
Sia 4 un punto di K, A’ un punto di K’, tali che la retta 44’

sia perpendicolare a Kin 4. Si avra 4= f(u) A’ = F(v). Indicando
con 3 la dlstanza A4’ 8i ha . - : o
9 S

. (‘ ) C. \II\EU, Sm massum e-minimi. di cor de nor mah a una superficie.
(« Boll. dell’ U. M. I. »y 1929 VIIL, n.° 4, pp. 194 195).
.0, BOI\\ET, Sur les maxima et les minima. (« N uov. Ann de Math »,
serie I, vol. 11, pp. 420 425) ‘ —
() G. ViraLr, Geomeh 0 nello spazw hzlbertmno Zamchelh ed.; Bo-
logna, 1929, p. 72.
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e, per Vipotesi- fatta, dovra essere - N

.

@ “ I(f F)-f,-dt =0 cim fi= ;}%-

Questa & una relazione fra le % e le v, dalla quale si potrd
‘ ricavare v in funzione di w. Sard per es. v—uv(u). Supporremo che

parametro v sia ‘tale che F, — ar r

nella zona che si considera, ‘i »=

sia diverso da zero in tutfi i punti ().

“Con la condizione (2), 3 risulta funzione di # ed i suoi estremi
‘sono dove si annulla la derivata di 3 rispetfo ad u. Derivando 1a (1)
rispetto ad u, tenendo conto della (2) ed eguagliando a zero, si ha

o ' dv . dF .
® 4 j(f— F)-F,- 50 at=0, r=9
ossia
4) ‘ g:: I(f F)-F,-dt =0,

g .8
" che si spezza nelle due - _
) fr—m-7F a=0
R l. , H g
©
S dv
® L @m0
Dovra dunque essere :
Caso o:

J(f — F)-F,- dt =0 (oon f generalmente diverso da F)

Questa cond1z1one espnme che Ia corda AA’ deve essere per

. pendicolare a K'.

v

Caso §: _ : L :
f=F ’(da eui consegue j(f—-— F)-Fdt= O) .
N . - g ) .

Questa condizione esprime.che i due puhti AeA coincidono. -
(*) Spesse volte: questo §i ottione con.un. solo’ cambiamento. di para.
metri, appunto perchd & possibile con un cumbxamento di para‘}netm fare
in mode che in un punto-in cui F,:|:0 risulti Fy==0. Cosl per es. se nel
punto v, & F, =0, ponendo (v — v,)? al posto di-v, si vede che il nuovo F, -
~ diventa oguale al preeedente moltlphcato por 2(0-— vo) e q\nmh si annulla
per v.= ”o . o '
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CasO(
w=% |

Questa condizione dice che A’ sta sul punt(r'di incontro di K’ ‘
con 1'evoluta di K. Difatti dalla (2) si ha, derivando uspetto a

J(f,—-— ) he dt+J(f—F) fudt=0 <f11%3:,f)

che, nel caso nostro, si riduce a

N ‘ f2dt -bj‘(f—t FYf, dt = 0.
g g :
~ Ora introducendo 1la lunghezza s di arco della curva, abbiamo
. d 2 2 2
®) f':d——i'g—;’ fu= Zsf; (dn)+g£ g:?
Per 1a (2) e la (1). posso porre
9 F_f: 3X,

dove X & un parametro normale della curva. )
Ricordando che I’ elemento lineare della curva K & dato da ()

(10) ds* = j‘ f.2dt - du?,

_temendo preseutl le (10), (9), 8), la {7) diventa
d’f
du) j X- (du at=0.

‘ Dividendo }{él (g%) e rlcordaudo che .(—i;{::: CX dove Cela
curvatura di K, si hayl—oC_O ossia 3=1:C. \Ia il punto
F=f+(1:0C)+X sta sulla evoluta di K, dunque 11 punto F=f+3X
sta pure sulla evoluta. .

2. Per poter riconoseere \he un segmento che soddisfa a una
delle predette condizioni (5) o (6) & o non & un massimo o un mi-
nimo, bisogna, conformemente ai canoni del Calcolo, considerare
la derivata seconda ed esaminarne il segno. Ora abbiamo

‘(11)‘ ;g; = j(f Fqe)at v f(f—F(‘,f,’—,';) di”)(f-F)dt

() G. ViraLy, loc. cit, p. 214,
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Nel caso o si ha:
1 ds? dv
2 du? _J( P )dt_'_,j(f“ ( ))(f Fat.
Nel easo -si ha:

1 d3?
2 =1~ )

Di qui risulta che in questo caso la derivata scconda ® posi-
tiva ¢ quindi si ha un minimo per il segmento. Questo fatto era
da prevedersi perché in questo caso o._0 € quindi si ha un minimo.

Nel cuso v si ha:

s j'f, at + j (o — 7. )yt

\

3. EsEyMpro. Sieno 3 e ¢ due parametri normali ed ortogo-
nali: la ‘

f=utg + V2u-¢

¢ la determinante di una parabola del piano che passa per I ori-
gine e che contiene i parametri ¢ e q,, e che ha per asse <p e per
‘tangente nel vertice 4. La

" F=a-9+ V2v ‘P
& la determinante di tna retta parallela a ¢, a una dlstanza co-
stante a.

Nell’ esemp_io nostro, le (2), (5), (8), & Qalcoli fatti e a trasfor-.
mazioni eseguite, diventano :

2°) ' ‘ v = Ut — ua + u,
(6% u—v=0,
6) o But+1—a=0.

Facendo sistema fra le (2°), (50) e le (29), (6°), si hanno le tre
soluzioni

Ny

u =0, u:—i_—\/a u—+‘a_1

3

Corrispondentemente ai tre valori di ® trovati, dove suppor-
remo @ >> 1 per avere valori reali, si hanno per v i valori

(a —_ 1)’

‘7):'0’ ’l):."_"\ y ‘?)—,-.{-3
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A queste tre soluzioni corrispondono rispettivamente i punti
(a) ’ ., f:()a F:a'?y
® f=F=a.9+V2a ¢,

a

o =5 ?__1/3 @a—1)-4, F=a. ¢+V27(a—1)w

Per decidere se si fratta di massimi o di mlmml,’basta consi-
derare il segno della (11) nei tre casi considerati. '
- Bffettuati i calcoli si ha: -
23

1
Nel caso o : 3 an =a(l—a)

s ‘
Essendo per 1potes1 a> 1 risulta d ——<0e qumdl si’ ha un

massimo, :
Nel caso 8 & gla noto che si ha un minimo.
1 d%
Nel €aso y: 5 o =——3 (a — 1)(2a + 1).

]
HEssendo per ipotesi a > 1, risulta ;1% <0 e quindi si ha un
massimo. ' '

Si vede che in ogni caso si ha un massimo o-un minimo.
4. Sieno f(¢, u,, u,), F(¢, w,, ,) le determinanti di due super-

ficie K e K’ giacenti in S;; & la distanza 44’ dei puntx Aed .
v rlspettwamente di K e di K’. Si ha

B - ~J¢f F)i’dt

7

Le condizioni di ortogonalita in 4 alla K,' séﬁo date da
2) J(f — F)-f.at = 0, (r=1,2)
g ) )

dalle quali si ricavano le v; in funzione delle w,. Le condizioni di
massimo o di minimo di (1), tenendo- presenti le (2), sono date da

, ov, v, . ‘ .
®) N J(f—F)(Fl.a—u—r +F, ot )dtv__O, =12
g '
ossia ‘

@) ; ' 01’1 j(f F)F dt + j(f F th =0, . (r=1,2)

’
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che si scindono nelle condizioni

® S "j’(f_F')-F,dt;:o, DR (3_1 2

A . | o
che espnmono essere la sorda AA' perpendlcolare alla X’ anche
in 4" se f & generalmente dlversa da F, Oppure cl‘e f _17' e nella =
‘condizione . '
3(1?1, ’vz)

:(6) : oy, wy)
* assieme a una delle @). .

“ Trattandosi di una V, in §;, il T, () 3 a una sola dlmenslone,
esiste dunque un solo parametro normale X sard - dunque

®) f = 3X fra= wr,,X con  Tr,s _ijr,sdt

o_',

B Derlvando le (2) rlspetto a u—»avremo

J( ,aZ ~F, a”’) fdt+jf Ff,,dt_o (r=1,2).

g J .
~ Posto -
I a,s_f( -fat, a”_JF fat,
‘ ’
I’lSll]td tenendo conto delle (9) )
R VU ) o, S
» ar,s'"'sxfu—'al,rs'd:v‘*' “z,r_aa; . o (7'21,2).
~Allora o S
- ! aul"‘”awl,l' Oy 8, . 9”»-1 LY ' 0wy - DUy
. a,,) - 32,3 ai,z"“sxz’,c IR “z,z /"_7_”_2 &, |-
: : = T

e qu1nd1 per la (6’) s1 ha L \
) | aul Bmhl» ax,z 3“”1,{[._

@e,1 — 8‘”:,1 az,z 3%,,,

Ma questa -0 equazlone dei raggi di- curvatura ), du‘nqlxe
nelle condizioni di massimo o di. minimo supposte, A' appartlene
alla evoluta della superficie. :

(4) G. Virawt, loc. cit, p. 211, ’ < \

(3 L. BiaxcsI, Lezmz di geometria dszermzmle III ed;, vol I, parteI
" p. 189, (Naturalmente le E, ¥, G, eomeldono con le nostre o5 Te D, b, D’
con le ®iys3 T, CON —-6) ) :



