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 Una proprieta delle superficie col II, a tre dimensioni.

Nota di Lipia CESTONARO (a Venezia).

Sunto. - I . dimostra che, per una superficie col 1, a tre dimensioni, la
primea variete principale é un’ ellisse e-che, le intersezioni del cono
geodetico col piano passante per il suo vertice. per il centro di detta
ellisse e perpendicolare al piano di questa ellisse. corrispondono alla
coppia ortogonale di una involnzione delle tangenii, messa recente-
mente in luce dal VITALL

Al n.° 1 dimostro che, per una super\ficie V col 11, a ti'g “di-
mensioni la prima varieta principale W (}) (che evidentemente &
una conica (%) & un ellisse (%)

"Recentemente il dott. ZWIRNER (!) ha dimostrato che per una

superficie col T, a due dimensioni. la coppia ortogonale della in-
“voluzione associata alla forma ¥, del Fubini corrisponde alle in-

(1) G. VItaLl, Geowetria dello spazio Hilbertiano (ed. N. Zaniclelli, 1929)
pag. 230. Questo libro sard indicato inseguito. con « G. H. ».

(%) « G. H.», pag. 236. - )

) Questo risultato I"ho conseguito nella mia tesi di laurea discussa a
Padova nel Novembre 1929.

(% G. ZAWIRNER., Una proprieta della variete principale- di una super-
ficie con il 1, a due dimensioni. (<« R. Ist."Wen. », (1929-30), pagg. 195-198).
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tersezione della prima varietd principale (che anche in questo caso
& un’ellisse) colla retta che unisce il punto della superficie col
centro di questa ellisse.

Contemporaneamente il VIiranr ha messo in evidenza per-le
superficie col Tl, a tre dimensioni una involuzione delle tangenti
che si pud considerare 1’analoga di quella che ho richiamato pel
caso del I, a due dimensioni (%).

Indichiamo con # la perpendicolare condotta dal punto della
varieta al piano di W. L’involuzione del VITALI & costituita dalle
coppie tangenti a due geodetiche le cui normali principali sono
le intersezioni di un piano « di I, per r con il cono geodetico (2).

11 prof. VitaLt mi ha suggerito di verificare se la coppia or-
togonale della sua involuzione non corrisponda analogamente al
caso dello ZWIRNER, alla coppia di generatrici-che si ha quando
passa per il centro della W. Le cose vanno proprio cosi e ne dod
la dimostrazione ai n.i 1 e 2.

. Sia adunque V una superficie col II; a tre dimensioni, sia
f(t; u,, u,) una sua determinante. In questo caso il cono geodetico
& un cono quadrico (*) e la W giace in un piano y (4. Assumiamo,
con origine nel punto P di V un sistema cartesiano x, y, 2, nel II,
in modo chée 1’asse # riesca perpendicolare a v.
" Siano X, Y, Z dei parametri normali degli assi x, Y, & e po-
niamo al solito

XLy, 3 = jfr, stt eéc. ced aps= jfrfs dt.

Per i punti della W dovra rlsultare z=3, dove 3 & la di-
stanza di P da v, e qumdl .

(Zxn@h, adu, duy): (2 hkalukduhduk)—‘s ) (¢ =0).

.Dovendo quest’ultima relazione essere soddisfatta per tutti

i du, dovra essere ‘
(1) . ‘ B =;8.ah1 k*

(1) .G. VriTaLl, Sopra alcune involuzioni delle tangentz ad una super-
ficie. (<« R. Ist. Ven. », (1929-30), pagg. 107-112).

(3) «G. H.», pag. 230. .

() G. VriraLi, Sopra alcuni invarianti associati ad una varista e sopra -
i sistemi principali i normali alle superfici. (< Annales de la Socistd Polo-
naise -de mathématique », t. VII, année 1928, pagg. 43-67), pag. 63.

(*) «G. H. », pag. 236

(®) « G. H.», pag. 236.
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L equazione del cono geodetico @

{X. Al: +[Y, Y]y* + |/ AR
-+ 2N Viey + 20X Zhez 0 24 Y. ZJyz = 0 0,

dove” X9 &4 vreciproco diowe,.
determinante '

analogamente per Y7 ¢ Z7) nel

b
-
W@

e

(D & diversg da zero essendo per ipotesi il Hy a tree dimensioni) o
[ Yo Y= 22X Y — Ny oyl

ed in particolare

[N: Xj=4X “A\;!2 — e,
L equazione delta W diventa quindi

[X.X ].1 “+ }’Y. Yt A4 2l XL Y ey + 2]\ /|(> Y. 2l '+ (/. 22 =0
La W & ana conica yf’ka’l'i('u: infatti-il .;l‘lu discriminante &

LI X] O IXC Y] XL 7]
]|[\ YOI Y] (Y. 7]

Nz Y7 A
I ZXJI _‘\13 '_)"‘.’L’ i ;\':"3 Xl‘l ‘\T“.
o :] 2y Y1 o2y Loy yioym e ‘
B H )
| 2ZV . — 77 2Z7 | Zw Zw g
Ma .
ixn X12 X2 !
l Yn ooy oy i:l
§ | D’
- VAT A I 4 2 1
quindi -
. w1 \
A:th.—l?.

ed ¢ evidentemente diverso da zero.

) G. ALIPRANDI, Sopra le normali principali (secondo il Vitali) di una
superficie generica dello spazio hilbertiano. (« Rendiconti della R. Accademia -
dei Lincei », 1928, vol. V1L, serie 6% fasc. 7-8, pagg. 273-276).
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La W & wn’ellisge; infatti S

-

[X, ¥1 [Y, Y] |=

2X11 — X 92X || X*= X\” xu
Yn — Y QY22 Y= Yy yn =
| Xil T PR AR
Y b3 sz Yn le Y12 Y” I t le' Yll
X”; X XU xuw
+ 4 vy yu Y ye |
.Ma (})
Xu  xa - - X1 xa
o Y oy |2 » YU ye = 2,0
o X1z X2 '
Y2 vz ‘(zzuliD
quindi ' <
A= 22, 125, + 22, ,2; , — 4% ,1: D= 2(z, 2).D

e per la (1)
’ Ay = 28%(a, a); D?
e, poichd (a, @) >0, & A,, > 0.

2, Le coordinate del centro 0 di W sono:

4, 4
xo A ’ yo~ﬁ, zo:8
" Ma ‘ ' - ;
_|E YL T, 2y —yroyn ) X g xu
Au=|1x,2] [V, 2] |°T| 221 — 72 9z= || v2 yie yu |d=
—\ 9 Y oy X222 X2 2 sz Y X2 xXn
= ( — Zu ZJZ’ Y” Y12 - le Z22 Yu Y“
Y2 Yu X X322 H
+4\ PA rzn“ yn oy t,'a

e per formule analoghe alle (2)

A,=3] 2, s®,+ Qx,, 123,94 — 49&1, 2P, ) I Dz
= 28w, 2) : D? = 2, a) : D°.

© (Y Ved. G. ALIPRANDI, loe. cit.;
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_ Analogamente

_| (X X] 1%, Y]'

Ay = X z] [Y2] 8 = 2(y, 2): D == 25%y, a): D?
quindi
_ (= q) _w o x
wo_,m, yo_(a, (l/)’ ZO_O.
Percid

T=(x, )X+ (i, )Y + ¢(a, ) Z

& un parametro di OP. ‘

Consideriamo ora il piano x passante per OP. e perpendico-
lare a y. I parametri delle intersezioni di x c¢ol cono geodetico
saranno quei Xf, sA:2s, per cui

’”le + nl = -\:fr,s)\r)\s
¢ quindi per cui

2 .
Hae, )X + (1, )Y + S(a, w)Z i m + noZ = X 5y 50 hrhg +
. 1

2 2
-+ Y};rr,s’!/r,s)\rxs + Z5Zp s A
1 1

e identificando i coefficienti di X. Y, Z

m(e, @) = 20, 2+ 200, 5 Ay 4 iy, 5 Ayt
My, @) =1, M+ 2y, N L
e - n) (@, @) = @y, 2 A 204, s M h Gy, 5 M

Queste sono tre relazioni lineari omogenee in m, %, 1 quindi
dovra esser nullo il determinante dei coefficienti e si avra:

2
(2. @) 0 Sy sy, Aris
1

’ 2
(3. @) 0 Spsirshris | =0,
1

.
(. ) (6. @) » SZp 50 5hrhs
1

ossia
2

{2 (L) %r,.s Yr,s Apdg — (?]a @)z $r,s;\r)\s =0,

ciod
. 2
(3) Srs 1 (2 @)Yr.s— (Y, Or,s | ks = 0.
; .
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Siano 1,, X,, 1/, A’ le soluzioni di (3) allora Zfirr; Zfid
sono le due direzioni di o, che corrispondono- alle intersezioni
del cono geodetico col piano « considerato, per esse si ha:

) >! " A — 9'(”? apy, s — ¥ @)ey, s !
@) Ay )‘ (x, a)Jl; — (Y, @)y,
T MY (x» @Y, s — (Y, A)x,, ,

O AT (e, a)Jl.} (y, ajx,, "

2
21:,33((,4,3)\,)\5 =ay,  NA g, A A+ ay, g Aghy! ==
=y, 3 (@ @)y, s — (U W)y, 50— 204, 5 1 (2, W)Yy, s — (Y, @)Ly, 5] +
+ g (X Wy — (1 @y, = (2, a)es y) — (Y a)ia, ) = 0.

Dungue le direzioni in discorso sono ortogonali ed & vero,
come dicevo nella prefazione, che formano la coppia ortogonale

~dell’involuzione del ViraLrL



