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PICCOLE NOTE e B

Sui polinomi di approssimazione minima.

Nota di Pacirico MazzoNt (a Bari).

Sunto, - Dimostriamo alcune propriets dei polinomi di TCHEBYCHEV, le
quali estendono altve loro proprietd note. Ne faremo poi applicazione
in wn sineeessivo lavoro, in cui wmostreremo come si possa utilmente
applicare in pratica tale metodo d' interpolazione.

1. Polinomio di minima approssimazione di Tchebychev. —
Ricordiamo le proprieta carvatteristiche del polinomio di approssi-
mazione minima, di grado  (}). Data una funzione reale f(x), continua
in un intervallo »5. ¢ dato un polinomio P(x) di grado », a coeffi-
cienti reali, il massimo valore assoluto della differenza flx)— P(x)
si chiama « I’approssimazione conseguita col polinomio P{x) nel
detto intervallo ». K noto che esiste un polinomio P(x), umico e
determinato fra tutli quelli di grado <<m, il quale realizza la mi-
gliore approssimazione possibile (nell’ intervallo, «8), ¢ che ha la se-
guente proprieta caratteristica : )

Esistono certi n -+ 2 punti Xy, X,, X,y Xny; a2 e ﬁ, nei quals.
lo scarto f(x) — P(x) raggiunge i sioi valori estremi - p, con segno
alternato (*.

" Indicheremo sempre con P(a;) il polinomio di approssunazmne
minima, e con ¢ il valore di tale approssimazione.

(*) Una chiara e completa esposizione di questa teoria & svolta mel
libro del De La VALLEE Poussiy, Legons sur I approximation des foictions
@ une variable réelle. (Paris, Gauthier-Villars, 1919, pagg. 74.92. Collezione
BoreL).

Vedasi anche leo importanti Opere: S. BERNSTEIN, Lecons sur les pro-
priétés extrémales, ece. (Collezione BoreL, Paris, Gauthier-Villars, 1926);
L. ToNgLLI, Serie trigonometriche. (Bologna, Zanichelli, 1928).

. (3 V. Opera citata (1) del DE La VaLiER Poussiy, n.® 56. I1 sistema di
numeri &y, 2,0 Loyg pud anLIlO non essgere unico.
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2. Approssimazione minima su un sistema di #» + 2 punti, —
Dato un sistema E di # + 2 punti Hox Yiseees Wiga (in ordine erescente)
del solito intervallo 28, e data una funzione che in questi punti
assuma i valori flye)y f(i e f1,4.)- considerato il polinomio

O) == by -+ byt -+ by -4 o 4= b 2"

il pitt grande degli searti assoluti |fyy) — Q) =i chiama < appros-
simazione conseguita eol polinomio Q(r) sel detto sistema ¥ di punti -,
Ricordiamo che esiste un polinomio Q(x). wnico e determinato, il quale
realizza la migliore approssimazione g, sul sistema dato E: esso ¢ tale
che gli scarti fiyi) —Qyi) risultano wguali alternativamente a + ¢,
e @ — ¢, (& meno che non risulti ¢, =0, caso che negli studi se-
guenti escluderemo sempre) (%).

‘Chiamiamo o, il valore del primo searto fiy,)— Q(y,). dimodochi
sard ¢, =], |. Allora i coefficienti b,. b,.... b, di QLr) si otterranno
risolvendo il sistema seguente di 9 -+ 2 equazioni lineari nelle 2 + 2
incognite b,, b,,... b,. 5,

flge) =5, + b, -+ by, + byt 4 oo by
fy)=—o0o,4+=by+ by + ...+ Dby
I ) =0 by Dy e Dt

\ f(yn+1) == (-— 1)’l+‘al -+ ’)0 + blyn—f—l + o+ I)ny”n+1 .

sistema che ha sempre il determinante diverso da 0 ().

Ricordiamo ancora i seguenti teoremi: Qualsiansi ¢ niwmeri
Yos Yisew Yngy dell intervallo o8, risulla sempre ¢,<<¢, e quando
sta ¢, =¢p, allora Q(x) realizza U approssimazione minima su tutto
Uintervallo «8, ciod allora Q(x) coincide con P(x) [n.t 63-64 dell’ Opera
citata (})]. : '

Infine : se lo scarto £(x)— Q(x) non supera mai numericamente p,
in tutto Uintervallo o8, allora g, =¢ e Q(x) coincide con P(x) [n.° 56-3°,
pag. -78 dell’ Opera citata (%)].

3. Espressione di p,. — Data la funzione f(x), consideriamo
il polinomio @(x) (di grado <<#») di minima approssimazione ¢, su
(®) V. Opera citata (1), n.® 58, pag. 78.
{*) V. loco ¢it. nota precedente. Detto determinante & della forma
Ay - Ay + oo+ Anyy, dove A, & uguale al prodotto delle distanze a due a due
degli -1 punti %o, Yyyees Yroyy Yraggemy Ynryo B evidente che A, L sempre
Z(F—z)rin i D2 od & >enn11):2) g0 & indica la pitt piccola-delle distanze
My —Uos Ho=MUgsers Yy —Yu-
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un sistema E di n+2 punti 4y, ¥,y Yoy dell’intervallo of, ed
osserviamo la nota espressione di ¢, (¥):

M) ) f) () |

o “,y Wy .

(1) = 1 1 1 a

-+ .
®y ©, . LTS Y

~dove si @ posto per breviti:

2y o=y, — ¥ — ) e Yy — ?!k)(ykji-l —Yn) oo Y — yh) |

Il numer..tore della (1) non & altro che il valore assoluto della
funzione interpolave f(yy, ... #.4.,) (°); percid la (1) si trasforma cosi:

~

(II’ g = 1 Yf(?llo?h i yn-*—l)‘l
®o ©, 41

Ma & noto che =i ha: flysy, ....yn_,_,)‘ - fEDE) - percid

(n+1)!
dalla (II) si deduce 'importante relazione :
’ 1 i [fotDE) |
i Sl T L A | 1
— e o e
(')o (1)l 0)n+l

»
-

‘ove I rappresenta un numero compreso fra ¥, € Y,

A questo punto avvertiamo che in seguito faremo sempre 1’ ipo-
tesi che la derivata fn+(x), anche se non & continua, resti perd in
valore assoluto inferiore a un numero fisso M, quando x varia
tra = e 8; o almeno, se la funzione data f(x) non & derivabile, che
la funzione interpolare i(y,y,..Y¥n,,) resti sempre numericamente
inferiore a un numero fisso N scegliendo comunque ¢ pu/rm Yos .
Yises Yoy, tra o e 8.

Ora se indichiamo con 3 la pit piccola delle distanze ¥, —1,,
Yo — Y13y Yt — Y,y © poniamo che sia, ad esempio: 1;,, — #:;=35,
sard evidentemente, per la (2):

0 < (Yigr—Y) - B—o) =3. (8 —a)", v
come pure sara : ' ’

Oy < Wi — ) B—0)* =8.B—o)*;

(®) V. Opera citata (%), n.> 59.

(®) Per le funzioni interpolari vedasi A. CaPELLI, Istituzioni di Ana-
list algebrica. (Pellerano suce., Napoli, 1909), pag. 274, cap. VII. §3 e
pag. 508.
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1 2

oy~ Wiy ¢

1
sicche il denominatore della (IIT) sarh > o
dalla (ITI) si avra: '

‘ L fOerog) 3 —
3 R i 1 R U RS

Avendo supposto che f+P(r) resti sempre numericamente infe-
riore a un numere fisso A, avremo dalla (3):

3.(B—ayt .M

) B T )

Questa relazione ben nota, ¢ che gqui abbiamo ritrovata per
una via piit semplice di quella seguita al n.* 59 del lavoro citato (1),
sarit di fondamentale importanza per le nostre ulteriori ricerche (%,
Essa equivale all’altra:
2o+ 1)!

v 5> .
") E—ay A

O

4, Una proprieta di L7(x). — Ci proponiamo di generalizzare
i due noti teoremi ricordati alla fine del n. 2.

Data una funzione continua fix) nell’ intervallo 3, indichiamo,
come al solito, con P(x) il polinomio di approssimazione minima
di grado <<% (su tutto I'intervallo «4), con ¢ il vulore di questa
approssimazione, e con ;. x,... x,,, il sistema di punti ove gli
scarti

). fleg)— Pl flae)— P f(#)—P@,4)

raggiungono i valori estremi =g, con alternanza di segno.
Dimostriamo che ha luogo il seguente teorema: :
Data una funzione £(x) che soddisfi alla condizione del n.° 3, e

data una successione di polinomi di grado <<n: ‘

) @), Q). Q).

se il polinomio Qs fornisce I approssimazione minima o5 su un certo
sistema By di punti y§, yiV,.... v, ‘e se la successione o, p,, pyyer
di codeste corrispondenti approssimazioni minime ha per limite o,
«llora la successione (5) ha per limite precisamente P(x).

In maniera meno rigorosa, ma pil significativa, possiamo
enunciarlo cosi: :

Se su un certo sistema di n + 2 punti il polinomio Q(x) for-

-(?) Essa & evidentemente valida anche se f(x) ncn & derivabile, purché sia
soddisfatta la condizione suddetta sulla funzione interpolare f(y Y, .. Ynry)



PICCOLE NOTE - o7

nisce U approsszmazwne minima p, ed & ¢' vicinissimo @ ¢, allora
Q(x) & vicinissimo a P(x). . :

Anzitutto osserviamo che preso un numero ﬁsso positivo © < p,

potremo avere al pitt un numero finito @i numeri della succes-
sione p,, p,,.... minori di 7. Non si altera dunque la generalith, se
si suppone che tutti i numeri p,, p,,... siano maggiori di .
» Consideriamo un polmomlo Q,(m) della successione (5), il quale
fornisce su certi n +-2 punti yo ) Jl yoooy y,”l (in generale variabili
al variare di 4) degli scarti f(x) — Qx)= = p;, di segno alternato.
Indichiamo, per brevita di scritfura, semplicemente con y,, y,,...,
Yuer i detti punti. B noto che la funzione f(x)— P(x) ammette
come polinomio di approssimazione minima su codesti %+ 2 punti
precisamente la differenza @,(x) — P(x), e che il valore di questa
approssimazione & ancera p,, dato dalla formola:

A+ A o+ A1
Ay + A, + ..+ 4,,. ’

6

O

i —

dove si & posto per brevita:

(7) : o= (—1y- fy)— Py.)] (8

Dlmostrlamo che se ¢ cresce mdefmltamente, allora i numeri
. s Pipey ¥4, tendono tutti a + p, ovvero tutti a — p.

Infatti supponiamo, per fissar le idee, che la quantith 4., +
+ v+ A, 47,4, sia positiva. Si ha allora dalla (6):

Ay,
A + o+ A,

-+ Ay + 4+ Ay Ty + Ak+1"k+1 + An-&-x"'n-o-l ‘
) : A+ A+ .+ An-l—l

-+

®)

Ma tutti gli scarti (7) devono essere sempre numericamente <<p
(perché & sempre |f—~PJ <¢), percid dalla (8) si ha (qualunque sia
il segno delle v, #,,..., 7,,4): .

Ak" + A0+"'+Ak—l+'Ah+l+"'+ An-&-l

= A +. +An+l Ay + .+ An-t—l ’

ossia: v
Aﬂ'k pA,
P’“A A+ Iy, N Sl SRy W

¢ V. Opéra citata ('), nd 58 e 62. Ricordiamo che le quantitd 4,; 4,,...
sono tutte positive: il loro significaﬁ:d ¢ indicato nella nota (%).
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da cui:

) p— ¥y << (b= elAo + j’ ke A”*‘).
, I )

Ora se 3 indica la piit piceola delle distanze Uy — o Yo=Yy eoees
Y1 — oo si hao per la (V)

5= "(n -4- 1!
R T | At
e siccome g; & maggiore della quantith fissa (positiva) =, si ha:

-

"(u—o-l) -
(8 =yt 2

Ma d"altronde & A, > onti+1i:2 (v, nota (*)). ¢ pereid A4, & mag-
giore di una quantith fissa c. Segue allora dalla-(9), « fortiori:

(o) ¢ —r < E.c_": « (9 4 2B — 2o+ D2,

perche tutte le quantith A, somo << (% —xjrtn+li:2

Ora facciamo tendere ¢ all’infinito : siccome ¢ — z; tende per
ipotesi a 0. mentre ¢ & fisso, e siccome », & <7 ¢. segue dalla (9) che »,
tende mecessariamente « ¢ (e cid qualunque sia k=0. 1...., -+ 1),

In modo analogo si procede, se la quantith. 4.0, + ...+ 4,74,
¢ negativa. La proprieth & dunque dimostrata. .

Risulta come corollario che i numeri », r ... », . per ¢ abba.
stanza grande, hanno tufti uno stesso segno. vale a dire che pgli
searti -

(7 Fi— POt P =Pl it fWsr) — Py, )
hanno segno alternato.

Ora dimostriamo che codesti scarti (7') hanno allora ordcnata-
wenle gli stessi sequi degli scarti seguenti:

(1o ) —Oayds ) —Qaydies W) — QYus)
Infatti, se fosse, al contrario. contemporaneamente :
{ Flre) — Qo) > O, .
{ fly) — Plgo) <O,
~i avrebbe, sottraendo:

} { 1 ‘ } I)(”()) - Q«‘?]u’ > 0'



PICCOLE NOTE : 3
Ma allora sarebbe pure contemporaneamente :

‘ ﬂ?/l) - Qz(yl’ < O,
{ fir) — Ply) > 0,
¢ quindi pure:

{11 P(y,) — Qi) < 0.

Sicchoe la differenza P(x) — @), per le (11) e (11’), sarebbe posi-
tiva nel punto y,. ¢ negativa nel punto y,, epperd dovrebbe annul-
larsi in un punto intermedio fra g, e y,- Analogamente essa do-
vrebbe anmullarsi in un altro punto intermedio fra y, e y,, ecc.,
ed in un punto fray, ey, .. Insomma P(x)— ¢,(z) si annullerebbe
in »4-1 punti distinti. e sarebbe identicamente nulla: il che sa-
rebbe contro la (11). Dunque gli scarti (7') hanno ordinatamente gli
stessi segni degli scarti (10) (se ¢ © abbastanza grande). C.d.d.

Ora al crescere indefinito di ¢ gli scarti (10) (che sono tutti
=iz ;) tendono pure a k¢, come gli scarti (7); e siccome essi
hanno ordinatamente gli stessi segni degli scarti (7), segue che i
valori Q). G heees Qi1 +,) tendono allora ordinatamente ai va-
lovi Plyggh. Ply)seis Py, o) ’

Siccome le differenze gy, —1y,, 9, —¥,, ecc. sono tutte numeri-
camente maggiori di una quantita fissa, segue evidentemente che
al erescere indefinito di ¢ il polinomio @(x) tende a P(x) (essendo
entrambi di grado =<#) (°). 11 teorema. & cosi completamente di-

mostrato.

5. Altrh proprieta dei polinomi di approssimazione minima.
— Data una successione di polinoms, ciascuno di grado <<n:

) @), Q) Q@)

se Qi fornisce U approssimazione minima p; su un certo sistema di
punti y©, vV, yO 1. e se pi differisce dal massimo valore nume-
rico dello scarto f(x) — Qi(x) (fra « e 8) di una quantita tendente o 0
" al crescere indefinito di i, allora la successione (6) ha per limite il
solito polinomio P(x) di approssimazione minima su tutto Uinter-
vallo «f (e necessariamente pi tende a ).

In altre parole: se p; & vicinissimo al massimo walore di
[f(x) — Qi(x)| fra « e 8, allora Qi\(x) & vicinissimo a P(x).

(°) Basta ricordare che i coefficienti di @; e di P si ottengono dalla
formola d’interpolazione di LIAGRANGE e che si hanno delle espressioni i
cui denominatori restano superiori a uma quantitd fissa. Vedasi anche
Opera citata (1), n.° 53, pag. 74 N
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Chiamiamo M; il massimo valore di |f(x) — Q{x)| tra « e §.
, :
Scelto un numero positivo arbitrario e, esistera per ipotesi un in-
tero I tale che per qualunque intero ¢ =h six
AN

(12) M, —p <e.

Ma essendo p<< M, (perche altrimenti @; darebbe un’appros-
simazione migliore di P su tutto x8). segue a fortiori .dalla (12):
s — g << e Per Yarbitrarvieth di ¢ {ed essendo p, <C¢), si deduce che
la successione z,. p,. ¢;3,... ha per limite proprio p. Dal teorema
del numero precedente segue che la successione (5) ha per limite
precisamente P{x).

Abbiamo cosi generalizzati i due teoremi ‘ricordati alla fine
del n.° 2, Di queste proprieta faremo applicazione in un succes-
sivo lavoro. Aggiungiamo che 1 ultimo teorema dimostrato si pud
considerare come un’estensione del teorema del n.° 65 dell’ Opera
citata (%) ‘



