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Le déterminant symbolique de Buhl.

par S. P. SLOUGUINOFF (3 Perm).

B < I

Le mathématicien contemporain francais BuHL a publié plu-
sieurs ouvrages intéressants dans les\quels un certain déterminant,
nommé par nous le déterminant symbolique de Buhl, joue le role
essentiel. N

Strictement parlant, les déterminants du type BUHL se ren-
contrent déja dans le calcul vectoriel, mais dans le cas actuel ce qui
présente surtout de I'intérét, ce n’est pas la valeur formelle du déter-
minant de BUHL, mais la portée du contenu que BUHL a sil y mettre.

Au moyen de sa méthode et de deux formules d’intégrales
burvﬂlgnes, BLHL ‘déduit la plupart des formules importantes de
I’ analyse classxque ainsi que oelles de la\mécamq,’
sique mathématique. ' %

11 parait que I’idée de cette méthode a été empruntée par .
BuHL au mathématicien italien Viro VOLTERRA, A la page 48
de sa monographie : Lecons sur les fonctions de hgnes, on lit:

« Ceci montre bien Pintérét de la formule de StoKEs. On
peut méme aller plus loin: on peut faire dépendre toute la theorie
de Lie-Maver de la formule de SrokEs, Cette théorie & étendra
donc aux fonctions de ligne ». Cette idée remarquable de VOLTERRA
a 6té brillament confirmée dans lés ouvrages récents de BUHL.

Le but du présent article est de trouver les. transformations
du déterminant de BUHL, ce que nous considérons comme trés .
important, via le réle de cet détermmant dans la construction dés .
formules de BunL.
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La formule fondamentale et l1a formule de Green-Riemann.
— Le déterminant de BUHL est. la partie mtégrante des formules

élémentaires de SToKES. _
Ces. formules & obtiennent au moyen de transformations li-
néaires des varidbles qui font partie de 1I’intégrale curviligne

" R J‘XdY — ﬂdXdY, |

ol ¢ est contour étendue & I’ aire simplement connexe s dans le
~plan YOX. La formule (I) est appelée par BUHL la formule fon-
damentale.

Admettons maintenant que

Y X=Xw,y), Y=Yy,

alors le contom c se remplacera par le contour C et I’ mre 8 par’

F aire—S.
Comme résultat de ces transfb’rmations, la formule (I) prendra

la’ forme suivante: ) ’
(2) J"ﬂj; )1(, ]dacdy ‘X Y, de + Y,/ dy).

En posant XY’ =P, XY, =@, on a la formule de GREEN-
"RIEMANN:

@) I ‘ ( )d oty — f (de + Qdy).

Ici les fonctions P et @ doivent satlsfalre aux cond1t10ns gé ,

K7 oP

nérales permettant I’ existence des dérivées partlelles 5% et TR
La formule (3) peut étre présentée par la forme symbohque

suivante:

N i
3) i2396 ayl daody = J(de+ Qdy).
eJe PQ ¢ ,

Le déterminant qui se trouve dans la partie gauche de.l’ équa-
tion (3') est justement le « déterminant symbolique » de BUHL.
On peut aussi écrire la formule (3') de la maniére suivante:

| 4 | a |
(3") , JJ a‘gaj a-y—;]dxldxzz’P,dx,«, '
oo | p, P, S
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ott Pdx; est le symbole de BuHL, lequel a la signification sui-
vante:

Pdx; = P,dx, + P,dx, + ... + P,dx,.

Le déterminant symbolique de- BUHL peut &étre appliqué avee
sucets au théoreme célebre de CavcHY, qui sert de point de départ
dans la theorie des fonctions analytiques.

Formule de Stokes. — ‘Trmlsformoyns la formule fondamen-
tale (I) & 1'aide des. relations

6] X=Xy, 2), Y=Y 1,s2),
que I'on peut regarder comme la transformation de deux varia-
i bles. s1 2 & son, tour est une certaine fonction de _deux variables,

) ' . z=ﬂx9 Y

L équation (3) exprime une surface.

On peut se figurer que tous les points X, Y de I'aire s cor-
respondent & tous les points de la partie de la surface S, limitée
par le contour fermé C.

Dans ees circonstances la formule (I) prendra la forme:

SEEY &5 SR I ~fxey S
(6) j] Y. +pY. Y, + Y. Id;rdy_~€ X(Y, dx + Y,'dy + Y. dz).
c

L égalité (6) peut étre remplacée par son équivalente:
A e b '

. 1 X X, X/ .dxda =1 X(Y. ’dx+ Y,,'dJ+ Y.dz).

| Y. Y, Y |

S

Dans les formules (6) et (7) les quantltes p et g sont 168 pa-
rameétres connus de MONGE.

Il est facile de démontrer comment se  transforment I'un
dans I’autre les determmants qu1 ge trouvent dans les formules
(6) et (7).

On a en effet .

cah 1 L0 0 1
{a) @, Xy Xy| = &0, — (X T, — bx, x,
Vi Y Wa| (Y — Yy Y — b, Y|

_lx|—‘aw3 x:—bxal
Ty - ays b Jz‘_”b?/sl



PICCOLE NOTE

-Supposant que dans 1’ éqﬁation (2) les quantités

a, b’ x,, Loy T3, Y15 Ya, Ys

sont respectivement égales i

—_ — N \
) p’ q’ X:z 2 Xy', X,’, le, Yy', Y:l’
‘nous aurons -

R a SEEE
+-q l le Yyl Yz\

Cherchons # présent de donner au déterminant de la for-
mule {7) une forme symbolique.

On a
i—,p—q 1 -
' ’ ] 4 ’ ’ ;XII
o | X X X =—pl& X XX XX,
vy v P i v ey
Mais il 'est facile de voir que
_ ’ R Xx’ ny _
A | B 2] el B
oy 2 2l 'ii i“ “p“q;
=—p|0Y 2|+ qlox oz x_y}l —1,
, oy oz
R
[ @ P E| [P Q P Q R

~ si nous désignons XY,’, XY’ et XY,’ respectivement par P, Q et B.
En vertu de Pégalité (c) la formule (7) peut & écrire de Ia
maniére suivante:

o z % 2 dagdyzj(de+Qdy+Rdz).
P QR ¢

La formule (8) est précisément la formule de Stokes, représentée
en forme symbolique. .

Admettons que @, b et c sont les cosinus des angles de la
normale pour I'élément ds de la surface S, alors nous avons'

) _ pdwdy = ads, — qdady =bds, dady = cds..
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La formule de STOKES dang ce cas 8’ écrira ainsi:

la b ¢
00 %) g =|(Pde + Qdy + R
1o lex 2y oz _C Qdy + Rdz).
J POQER

S

Vu les relations (3”), on peut aussi donmer i la formule (10) de
Srokes la forme suivante:

, o | a0 —(pg
(10 Bxl ax, = |dr= |2
., P, ¢

.

La formule de STokEs a pour but de ramener I intégrale
de surface a I'intégrale curviligne, prise le long du contour qui
limite cette surface.

La partie considerée de la surface S et le contour C sont
pris dans une direction positive.

La formule de SToKES s applique de méme sans modification
au coté intérieur de la surface, puisque, dans ce cas, bien que
les cosinus a, b et ¢ prennent des signes inverses, la direction
de mouvement par le contour C se modifiera aussi dans un sens
opposé, . ‘
(Comme direction d’orientation nous prenons la direction pre-
miére pour le coté extérieur de la surface S).

Dans son ouvrage « Formaules Stokiennes » BUHL appelle la
formule (10') formule de Stokes ordinaire. .

Dans la monographie sus mentionnée, Viro 'VOLTERRA cite la
formule générale de SroxEs qui a lieu dans 1'espace & n di-
mensions.. N

Extension dé la formule de Stokes. — Les raisonnements
précédents, se rapportant an cas de deux ou trois variables,
peuvent étre étendus au cas d’un plus grand nombre de va-
riables, d’oti suit naturellement 1’extension de la formule de
STOKES. ' ‘ ' P
Dans le but d’umr plus simple raisonnement, nous bornons
I’ article présent an cas de 4 variables, car le développement de
la formule fondamentale dans le cas d’un nombre. plus grand
devient entiérement clair.
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Transformons la formule (I) 4 I aide. des relations

(@) . X X(w’ Y, b Q)9 Y= Y(w’ Y D 9

oi1 les parametres de MONGE p et g sont des fonctions de x et y.
" Apreés la tla.nsformatlon, la formule (I) prendra la forme suivante

Il

Y Y, +sY Y+ s, +tY, d”d”:.
(11) ]

=f X(Y. dx'+ Y, 'dy.+ Y, 'dp + Y, 'dq)
J ,

ol p, g, 7 8 ot t sont les paramétres connus de MONGE.
L’ égalité (11) peut étre remplacée par son equivalente

(12) _f J' Adxdy =J(de + Qdy + Sdp + Tdq), -
s C .
en su_pposant que
r 8 —1 0 /
t 0 —1
) A= ; X x; x| XY,, XY, XYy, qu
Y., Y/ Y, Y’

soient respectivement égales a P Qg Set T

Prouvons maintenant que les déterminants inclus dans les
formules (11) et (12) se transforment Pun dans Y autre, .

" En effet, nous avons

abl10 0 0. 10 I e d 1 :
cd01 | ¢ 4 01) é—-'agf—bgh’%'
efgh|™ |e—ag f—bggh| ™ ok =k 1 h

(f)‘ ikl 4—ak j—bk k1| : ‘ l:
— ‘e__ag_’_ch f—bg —dn h\= B—ag——ch f——bg dh'

|¢ —ak—ct ]—-bk i 1 i—ak—cl j—bk—adl

© En considérant les quantités de 1’ égahté ®
ayb ¢ d, e,f,g,h 7’7.7:" 1
comme respectlvement égales a

’—r,—s,—s,f—t,X,,X Xy, X, Y, Yy, Yy, Y"
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‘nous obtiendrons que

BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALJANA

—r—s 1 0
(@ | X, +rX, +sX, X,/ +sX,/+1X/| _|—s—t 0 1 —A
By a4y, Y, Y, +sY, 1Y, | XX X)X/ | T
Y. Y YY)
Donnons maintenant au déterminant A une forme symboligue.
On - a
|+ 0 —1. is 0 —1 ts t —1]
sv=r X' X, X/~ X/ X, X/| - | X/ X, X/ | =
Y, V) Yv’i\ %Ym’ Y, v Y, v, v
t 0 —1) s 0 —1 s 0-1
N T S AR N A
() oy ep aq dw op dq bx oy aq |
7 @ 8§ T P ST P Q T
r s —1 0
st 0 —1
=|¢ ¢ 0 8
ex by W g
P @ S T

Conformément aux
2 la formule (12) la

dac,
o,
0x,
o,
0
o,
P,

(12

notations de BUuHL. on peut aussi donner

forme suivante

0,

552 —1 0

ox . N

ww, O ~1|dnde,=|Pdn.
o & 8 o€

oxy by o,

P, P, P,

Ici nous avons désigné

m’
par,

¥ D g P, Q Set T

Lyy Lyy X5, Ly, Pl? PZ’ Pﬂ_ et P‘-

Quant aux paramétres s, g et‘.t, il ést evident que r:@P

e, 0
= P T w " oy
dx, oxy OX

quantités —2, —* -~

éx,’ ox,’ oy’

ax’
seront respectivement remplacés par les

0,
ox,”



