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RECENSIONI

Ep. Laxpav: Darstellung wnd Begrimdung einiger neuerer Ergeb-
nisse der Funktionentheorie. Ziweite Auflage. Berlin, J. Sprin.
ger, 1929, pag. 122, ;

Della prima edizione di questa opera, tenue di mole ma densa
di ricco ed importante contenuto, il « Bollettino delP U, M. I. » ha
dato largo conto nel suo primo volume (pag. 25-32, 1922). Di questa.

— .muova edizione non. pud -che ripetersi il -faverevele -giudizio gia -
espresso sulla precedente, e c¢i si pud limitaré ad indicare al-
cune delle notevoli aggiunte o modificazioni che si riscontrano
nella presente. : )

In linea generale. si pud dire che il titolo dell’opera, che
annunzia 1" esposizione di nuovi risultati nella Teoria delle funzioni,
non mente. poiché la quarta parte, all’incirca, dei lavori citati, »
di data posteriore alla pubblicazione della prima edizione. Venendo
poi a qualche particolare circa alle cose nuove ora aggiunte, ci-
tiamo dapprima il notevole teorema di Farou, secondo cui una fun-
zione f(x) regolare e limitata per |x| <r ammette il lim f(pe'#%) per

p—er :

ogni valore dell’argomento 9, eccetto al piit un.insieme di misura
nulla. Si hanno poi nuovi risultati, in buona parte dovuti all’Autore,
circa la tendenza di una funzione, regolake in un cerchio, al ten-
dere non radiale della variabile alla circonferenza; & quasi inte.
ramente rifatto I’'importante Capitolo riferentesi al campo di ri-
cerche iniziato dal Teorema di PICARD, e contenente i risultati di
LANDAU notoriamente fondamentali, di ScHOTTKY e quelli piit re-
centi di BLocH; & perd da notare che I’intera trattazione si ispira
ora a concetti diversi di quelli della prima edizione, e del nuovo
punto di vista da un’idea la notevole proposizione di BLoCH, che
se f(x) & regolare per |x|=<1 ed & |f(0)|=1, la f(x) prende, per
la| <1, tutti i valori dell’interno di un certo cerchio il cui raggio
& una costante universale. Infine, & ampliato e completato, giovan-
dosi in parte di risultati di BiEBERBACH, I'ultimo Capitolo. in cui
si tratta pure del delicato raggiungimento di limitazioni aventi
pure carattere universale. Superfluo il dire che in ogni capitolo-@®
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costantemente visibile I’opera personale dell’Autore, intenta sia a
perfezionare i metodi, sia a completare i risultati. -
Concludendo, non esitiamo. a dire che questo libro, cosl ricco
di un contenuto mirabilmente elaborato, non pud non trovare posto
sul tavolo di lavoro di ogn. cultore dell’analisi matematica.
s. p.
G. G1oRGT: Che cos’e Ueleltricita ? « Collezione Omnia ». Edit. P. Cre-
monese:. Roma, 1929.

Segnaliamo ai lettori del « Bollettino », specialmente ai giovani,
questo pregevole volumetto, dove I’ egregio A. espone in rapida sin-
tesi I’ evoluzionc dei concetti intorno alla natura dell’ elettricita da
Fraxxkuix (1751) ai giorni nostri. Son quasi due secoli di lavoio
prodigioso, durante i quali dalla sola conoscenza dei femomeni di
_elettrostatica per semplice strofinamento, che diedero lo spunto

“alla prima teoria dei fluidi elettrici, si & gluntl a quella dei feno-
meni atomici e della conseguente teoria dei quanta e della mecca-
nica ondulatoria. ’

I1 primo grande progresso dopo FRANKLIN fu fatto da Vorra
al principio del secolo decimonono, quando, con la memorabile
scoperta della pila, attird 1’ attenzione degli scienziati sull’ elettri-
- eith dinamica. Vent’anni dopo OERSTED scopri 1’ elettromagnetismo,
in base al quale il fisico-matematico AMPERE creava la prima
teoria eleftrodinamica, con si mirabile intuito, che certe. sue con-
cozioni si presentano oggi come verita dlmostrate dai piu riposti
fonomeni atomiei. .

Cotesta teoria era mell’ indirizzo newtoniano delle azioni a di-
stanza, e fu perfezwnata nel corso di molti anni da sommi matema-
tici. come PorssoN, LAPLACE, GREEN, Gavss, HELMOLTZ, WEBER,
KircHHOFF. Ma gih questi ultimi avevano segnalatd I’ inconsi-
stenza di cotesta doftrina, che si basava sopra una multiplicita
di leggi fondamentali tra le quali non si vedeva alcun legame.
Mancava d’ una legge esprimente le azioni mutue fra cariche nio-
bili comunque, e tale che per i corpi in quiete si riducesse alla
legge di CouLoms, e per due correnti a quella di AmpPERE. Gl
sforzi dei tre grandi matematici dell’ultima meta del secolo pas-
sato, RIEMANN, C. NEUMANN e BETTI non valsero a colmare la
grande lacuna.

Fu l'inglese FARADAY che con le sue mirabili scoperte e le
sue geniali concezioni, frutto d’un finissimo senso fisico unito a
una mentalith matematica (quantungue non fosse matematico), apri
la via a una nuova teoria pitt ampia e feconda. Fondamentale fra
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tutte, la sua nuova concezione dello spazio-fisico, che considerd
non come il puro spazio dei géometri, o lo spazio pieno d’ un otere
fluido materiale, ma come un quid vuoto di materia e tuttavia
dotato delle proprieth d un dielettrico.

L'opera di pensiero (non quella sperimentale) del Farapay
rimase infeconda fino al 1860, anno in cui C. MAXwWELL, fisico,
matematico ¢ poeta, penetrando a fondo cotesto pensiero, comincio
a elaborare la famosa teoria, che poi fu esposta nel Tratiato d clet-
tricita e magnetismo. Ben dice il prof. GIORGI: « Era necessaria
quella triplice mentalitie per scrivere pagine come quelle del
« Trattato ». per aprire il volo d'una fervida fantasia verso oriz-
zonti cosi nuovi senza dimenticare il rigore matematico mnelle
complicate deduzioni. ¢ conservando sempre per guida il senso
della realta fisica -.

Alle ¢oncezioni del FarapaY egli aggiunse la fondamentale
_ipotesi delle_correnti dieletiriche (o di spestamente) -dotate—delte
stesée proprietd elettromagnetiche delle correnti di conduzione.
Pervenne cosi a formulare quelle celebri equazioni differenziali
che gli permisero di identificare le onde elettromagnetiche di ele-
vata frequenza con le onde luminose. HAEVYSIDE portd piit tardi
la teoria maxwelliana alla sua maggior perfezione, ed HERTZ con
la prova sperimentale dell esistenza delle onde elettromagnetiche
le assicurd il trionfo. :

Una sola entita, scoperta da FArRaDAY, non aveva trovato posto
nella teoria di MaxWELL: la molecola di elettricith, la cui esi-
stenza si manifesta nei fenomeni elettrolitici. MAXWELL la comsi-

~derava una concezione provvisoria, che sarebbe stata sostituita un
‘giorno .da un’altra adevente alla sua teoria. Ma non di questa
opinione furono WEBER e STONEY in particolare; il quale in una
memorabile Memoria del 1874 determind la carica del corpuscolo
di elettricita e gli diede il nome di elettrone. '

Seguirono le celebri esperienze di CrRooKEs e di altri sulle
scariche nei gas ravefatti, dalle quali 1'esistenza dell’ elettrone
scaturiva sempre pitt chiara. Esse inspirarono a H. LoreNTZ (1894)
una nuova teoria dei fenomeni elettrici, magnetici e ottici mnei
corpi in moto, detta appunto teoria elettronica, giacché tutto sca-
turisce dalla ipotesi che cotesti fenomeni son dovuti a elettroni
mobili nell’etere immobile, unico mezzo dielettrico fondamentale.
Essa rappresenta certamente un grande progresso su quella di
Maxwzry, giacch¢ mentre si identifica con essa nel campo dei
fenomeni macroscopici, rende -anche conto di molti altri fenomeni
della materia fra i pitt delicati e riposti.
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Ma la concezione di LoRENTzZ intorno all’dtere si trovo di
fronte a una gravissima . difficolta dopo la famosa esperienza di
MicHELSON e MORLEY, che dimostrd I’impossibilita di porre in
evidenza il moto della terra rispetto .a I’étere, e venne a urtare
contro i due concetti fondamentali della fisica, fino a quel tempo
111tang1b1h lo spazio assoluto e il tempo assoluto.

Fu allora che EINsTEIN (1905) con un tratto di genio ammise
che quando si passa da una piattaforma di riferimento a un’altra
in moto uniforme rispetto. a quella, si alterano le misure di spazio
¢ tempo con dipendenza mutua secondo certe trasformazioni dette

- lorentziane ; fondando cosl la sua prima teoria della relativita, alla

quale MiNxowsKr diede poi una. rappresentazione ipergeometrica
di singolare perspicuitad e bellezza.

I’ stere universale veniva in fal gnisa a identificarsi con uno
. spazio-tempo tetradimensionale, in cui si comportano come asso-
__lute le linee orarie della -propagazione-della luee.—

Piut tardi nuove critiche ed esperimenti indussero a cercare
un ampliamento di cotesta teoria, in guisa che, preso’ come capo-
saldo il fatto -fino allora frascurato della identityd delle due masse
inerte e gravitazionale, le leggi della fisica venissero espresse nella
stessa maniera rispetto a .qualunque riferimento.

Il prof. Grorci traceia in breve la storia di questo grande
.progresso dovuto pure ad EINSTEIN, e fa una rapida-e chiara sin-
tesi di questa seconda teoria della relativita, mostrando come essa,
anziché negare 1’ esistenza dell’ otere, offre i dati prlnclpah della
sua struttura. -

In questi ultimi anni altri fenomem son venuti ad arrlcchlre
la fisica e a fornirci nuove idee mtorno alla struttura dell’atomo
e agli scambi @’ energia fra atomo. ed dtere. Questi scambi avven--
.gono per quanli, onde EINSTEIN fece 1’ardita ipotesi che ogni
radiazione sia composta di granuli d’azione. Cosl accanto alla
classica teoria ondulatoria sorse la. nuova teoria quantistica, cia-
scuna adatta alla spiegazione d’un certo grnppo di fenomeni, ma
nettamente distinte. Solo di recente sono stati fatti notevoli pro-
gressi per fondere insieme le due teorie, prima da Dk BROGLIE,
poi da HEISENBERG, SCHRUDINGER ed altri; ma I ultima _parola
non @ stata ancor detta e forse ci si illude.di essere molto Vlcmi
alla méta. . o

Il prof. GiorGg: da un cenno di queste ricerche nell’ultimo
capitolo, al quale segue, come conclusione generale, una ric'a.p'ito- ‘
lazione delle conoscenze acquisite e dei probleml che restano an-
cora insoluti. . ‘ 1’) b.
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G. Virant: Geometria nello spazio hilbertiano. Bologna, Zanichelli,
pagg. VII-282).

Con questo volume il Vitant ha voluto coordinarve e semplifi-
care quel metodo funzionale di indagine al quale & ispira quasi
tutta la Sua produzione scientifica di questi ultimi anni. In guesta
appresentazione funzionale, il punto ¢ dato da una funzione reale
1 quadrato sommabile. e lo spazio hilbertiano o spazio Il altro non
v che Tinsiome di tutte le funzioni di tale natura definite inuno
stesso aggregato. Sicomprende allora come espoxizione della geo-

metria. di questo spazio richieda la conoscenza di una parte della
teoria degli integrali di LEREsGUE. e di una parte della teoria
degli sviluppi in serie di- funzioni ortogonali.

Per dare maggiore autonomia al libro. I'A. ha voluto premet-
tere un’esposizione di queste teorie ansiliarie. E poiche esse ven-
cono introdotte in una nuova maniera, reputo opportuno darne

“Hrevemente un® idea Alta wemplieith — quale & consentita i argos
menti ¢osi sottili — & unito qui il vantaggio di trattare alla stessa

stregua aggregati di punti miswrabili siano limitati o no. e fun-
zioni limitate o no. per cid che concorne la lovo sommabilita.

Concetto di awisira. - Sia g un aggregato di punti di una
retta r e sioconsideri un insieme B di un numero finito o di una
infinith. numerabile di teatti di 2o o due a due distinti, e tali che
ogni punto di ¢ appartenga ad un teatto di B, o come punto in-
terno. o come estremo. I limite inferiove delle Tunghezze di questi
segmenti o estensione F(g) dell” aggregato g. Preso uno di questi
insieme B. vi savanno dei punti di questi segmenti che non appar-
tengono a g: essi formeranno un aggregato ¢'. che avri la sua
estensione £(g'). 11 limite inferiore delle varie E(g) forma T ano-
malia () dell’ aggregato g, Misurabile & quell aggregato ¢ per
eni a2g) == 0. ¢ la sua wmisura & allora E(g). (Parte 1. 1. 2, 3).

L Tutegrale di LEBESGUE. — Una funzione f. generalmente de-
finita in un aggregato misurabile g. si dice guasi costante. se¢ gene-
slmente acquista solo un numero finito o una infinith numerabile
di valori finiti diversi. o se ogni aggregato in cui assume lo stesso
valore & iisurabile. Viene poi dato al solito modo il concetto di
sonunabilita. e quello di infegrale di LEBESGUE delle funzioni quasi-
costanti. Si definisce poi come maggiorante (minorante) di una fun-
zione f misurabile in g, ogni funzione ¢ quasi-costante, per la quale
¢ generalinente soddisfatta in g la disuguaglianza ¢ =>f (9 <<f). Ni
prova poi, che se f ha una maggiorante ed una minorante somma-
bili in g, ne esistono infinite, ¢ i loro integrali estesi a g formano
due classi contigue : il loro numero di separazione & 1'integrale di
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LeBESGUE di f, e la funzlone f si dlce sommabde in g¢. (Parte, I,
b, 6, 7).

L’ integrabilita completa per serie, concetto gia dato dal VITALI'
in precedenti ricerche viene qui trasformato in quello di succes-
sione completamente convergente.- Fa,cendo inoltre uso del eoncetto
di equi-assoluta-continuitd, rinroduce in una nuova forma un suo
_teorema sull’ integrazione per serié, e prendendo questi elementi
come base, ricostruisce in poche pagine, e in modo brillante, le
parti fondamentali della teoria degli sv11upp1 di’ funzioni ortogo‘
nali. (Parte II, 1. 2, 8, 4, B). ~

Al Cap. 6° sono date le prime nozioni dello qumo hilbertiano
o spazio H. Sembra superfluo. riferire sugli argomenti qui svolti,
avendo il Viravrr, gia mel febbraio 1928, dato un assetfo definitivo
a tutta questa teoria (!). Basti dire che, se u,, #,,.. %, sono # va-
riabili reali che variano in un certo campo U, e che ad ogni n-pla
di valori delle % corrisponde un punto dello spazio H, questo 8t
dird una punto-funzione f(t; u,, u, ... ), oppure f(t; u). Col variare
delle 4 nel campo U, la punto-funzione descrive una varietd dello
spazio. H, che sarh ad » dimensioni solo e soltanto quando le fun-
zioni f; = a%[- sono linearmente indirpendenti."In tal caso la f(t; w)
si chiama una determih&nte della varieth. Avverto che ’Autore ha
trascurato di proposito di riprodurre in questa Parte risultati di
carattere proiettivo-differenziale, perché si propone di esporre dei
mezzi semplici per lo studlo della Geomelria pr mettwa dello spazio
hilbertiano. .

Sempre per dare maggior autonomia ai libro, nella Parte III
si trattano alcume quistioni algebmche 11 valore dei determinanti
di SPorTISWO0ODE, KRONECKER, BRILL—SCHOLTZ-—HUNYADY & qu1
ottenuto com rara eleganza.

Cospicuo contributo porta ’A. allo studio delle equazwm seco-
lari, tali essendo anche quelle nelle quali una quadnca & generica,
e I’altra & semidefinita. Prova che pure in tal caso le fadici sono
tutte reali, e le radici finite -hanno il loro ordine di molfiplicith
uguale al rango, mentre per quelle (eventuali) infinite 1’ ordine di
moltiplicita non supera il doppio del loro rango. ° '
. La Parte IV & dedicata al calcolo differenziale assoluto. Una
bella Memoria (*) del prof. PAscAL ha suggerito al ViTaLI nel 1923

(!) G. ViraLl, Geometria nello spazio hilbertiamo. [« Atti del R. Isti-
tuto Veneto, Tomo LXXXVII, Parte seconda (1928)).
-~ (3) B. PascaL, La teoria delle forme- differenziali di qualungue ordine
e grado. [« Memorie R. Acc. Lincei (1910)].



44 B:OLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

-un’altra (}), dove & sviluppato un Calcolo assoluto, da Lui chiamato
nllora generalizzato. che in mbolti punti procede come quello di
Ricci. che ne & un caso particolare. Con I'aggiunta di nuovi con-
cetti trovati dal VIraLr in questi ultimi tempi, con la introduzione
di felici convenzioni e notazioni. questo Calcolo viene a possedere
nella attuale esposizione tutta 1" agilita del Calcolo di Rrccr, cosicehé
I"Autore ha potuto, relativamente in poche pagine. sviluppare con
limpida chiarezza tutti gli algoritmi. Cercherd darne un cenmno.
Gli indici o gli apici variano in quelli aggruppamenti che sono
offerti dalle combinazioni con ripetizione di qualunque classe dei
numeri 1. 2, 3, ... L’ insieme di queste combinazioni forma il
campo ). Ognuna di queste viene considerata come un tutto. e
indicata con una sola lettera: essa costituisce uno stato dell indice
o apice variabile x che si considera; i numeri che in essa figurano
sono le cifre dello stato. il cui numero ne forma il rango ;1. Lupice
— -0 -indice %-varia ellaclasse {v, u)y tutte Te volte ¢he percorre tutti
e soli quelli stati per cui v=>¢,>=u. Ha particolare interesse Ia
classe (v. 1). che si chiama la classe v. ¢ si dice che & una clusse
intera. Sia ora ‘
(1) Uy = 9 (), ¥y o V)

una sostituzione invertibile di variabili indipendenti. e Ifu] un
invariante delle 1 : si fissi uno stato %, di un indice variabile x
in un campo Q le cui cifre siano 4,, 4,, .. ¢. e si ponga:

o"1 [u]

2 L,[u] = ——————.
=) (1] Py, DUy oo DU,

Si oftiene cosi un sistema di funzioni I,[u#]. Come variano
queste funzioni nel passaggio dalle u alle v? Se Q & costituito.
dalle sole combinazioni di. prima classe. la legge di trasformazione
& ben nota. Il ViTaLi prova che gualungue sia lo stato di un in-.
dice z variabile in (. questa legge formalmente si conserva, ciod
che si pud sempre scrivere '
. i . Oy
(i3) Il [U] - )3’1{5 [’H/] *"P.
vy
dove la ¥ ¢ estesa a tutti gli stati dell'indice # variante in . e dove

e ., . . . . . ;
le - == somno funzioni intere di derivate semplici o wmultiple delle u
0y )
rispetto alle. v. Cid posto, i sistemi assoluti del VITALL sono quei
sistemi i cul indici e apici possono variare in qualunque classe,

() G. Virany, T fondamenti del Calcolo assolufo generalizzato. [« Gior-
nale di matematiche del BATracrixi, Vol LX1 (1923)].
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che per qualungque sostituzione (1) seguono la legge di trasforma-
zione dei sistemi misti del Calcolo di Ricci, sostituendo alle deri-

, .
vate effettive. delle rispet’to ale v che figurano in questi, le ;T“ :

teste definite. (Parte IV, 1, 2, 3, 4. ’
Negli altri capitoli vengono estesi al nuovo Calcolo i noti algo-
~ ritmi del calcolo di Riccl, definiti due sistemi assoluti, che fanno
‘riscontro ai sistemi 3, ¢ di questo Calcolo (Parte IV, 5), e dati due
criteri di pratica applicazione per riconoscere i sistemi assoluti.
Quando il ViTani fece nel 1923 la prima esposizione del Suo
Calcolo, non era ancora in possesso dell’importante operazione di
derivazione covariante. Egli trovd questa operazione mel 1927. e
la comunicd alla R. Accademia dei Lincei (}). Sia f(f; ) una deter-
minante di una varieth dello spazio hilbertiano. e si ponga:

4) axe=|fafudt,

B ¢ 3 - - - —_

con z, % varianti nella stessa classe, e dove f, indica una dexivata
della f gia srecisata in precedenza per un generico invariante I[u].
A basc detla derivazione covariante del VIrALl, sia il sistema asso-
luto a,, .. Con questa derivazione, si passa da un sistema assoluto
con indici o apici variabili in classe intere, ad un altro sistema’
assoluto che ha gli indici e gli apiei del precedente, piit un indice
di covarianza di prima classe. (Parte IV, 8).

In particolare da questa operazione scaturiscono dei sistemi
assoluti di v -1 indici di prima classe, e che quindi rientrano
nei confini del calcolo assoluto ordinario. In omaggio al Riccr,
V'Autore li ha chiamati ricciané di ordine v.+ 1. Hssi si costruiscono
partendo dal sistema T A, con a-di classe v, e derivandolo una volta
mvamantemente ne risulta un sistema a due indici Ig, ,ps di cui ‘il

primo di classe v, il secondo d1 prima classe, che ha nulh tutti gli

‘elementi in eui g, <<v. Se py=v, e se 1, 4,, ... ¢, sono le cifre di -z,

si ha I, p =1L, ..y : questo & il v + 1-=1" piccigno. (Parte IV. 12).
v :

Tralasciando di parlare degli altri argomenti contenuti in questa
Parte, quali ad esempio I’introduzione dei sémboli di RIEMANN, la
dimostrazione delle identitd del BraNcHI. ecc., vengo a-~dare un
cenno della Geometria differenziale esposta nella Parte V.

(') G. VitaLy, Sopra una derivazione covariante nel Calcolo assol’uto
generalizzato. (<« Rend. Acc. dei Lincei, vol VI, serie 6%, 1927); Sulle deri-

vazioni covarianti nel Calcolo -assoluto. generahzzato (« Idem, [vol. VII,
serie 6%, 1928).
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Se f(f: w) ® una determinante d’una varietd V, dello spazio H,

s 3 ’ 3 1 . L

le fi{con « variabile nella classe v) interpretate come parametri di
direzione in un punto P di V,,, individuano uno spazio euclideo

. . - - "+ v\
il cui numero di dimensioni non supera ( n )— 1. B questo

lo spazio o, relativo al punto P, mentre lo spazio principale 11,y
dello spazio ¢,41 (quando esiste), viene individuato dagli elementi
del v+ 1-esimo picciano della funzione f(¢; u) (Parte V, 1).

Nei numeri 2, 3, sono studiate dal punto di vista differenziale
le curve dello spazio H, e quelle che sono situate in una varieta
di questo spazio; in particolare le geodetiche e le assintotiche. Nel
capitolo 4° §'inizia lo studio delle varieta. Se il II, di questa ha v
dimensjoni, e se X sono v. parametri normali due a due ortogonali

2

situati nel II;, si introducono i v sistemi covarianti a due indici
di prima classe:

G dp;l;séfXﬁ,}’dth -
i i _

{fr,s derivate covarianti doppie della determmante f(t ) della va-
1'1eta)
Questi sono ‘linearmente indipendenti : possono invece essere
linearmente dipendenti i v + 1 sistemi Xp,s © Or,s (@r,s coefficienti
i .

della forma quadratica che di il quadrato dell’elemento lineare
della varietd). Ha luogo allora il bel teorema: i centri di I cur-
vatura delle geodétiche spiccate da un punto della varield, sono
situati sopra un’ ipersfera di II, passante per questo punio. Si pren-
dono poi in esame le variefd minime, per le quali si prova che un
certo invariante & nullo: questa unica condizione riassume.le equa-

‘zioni (in numero infinito) di EULER0-LAGRANGE che sono necessarie

per 1’ esistenza del minimo. Lo studio delle curvature delle varietd
& fatto mnel capitolo 7°. La curvatura fotale duna V, & data in
questo modo. Siano x, 8 due indici che'percorrone tutte le combi-

nazioni semplici di seconda classe dei numeri 1,2, ..%: chlamate
h.k le 01fre di «, e p. g quelle d1 B, si ponga: :

Ry.p=(h, k; p, q), h<k;p<gq

, B, p= ah,pakq*—ah,q“kp,

o si chiami R E rispettivamente i determinanti (~he hanno per ele-
menti R,.5, B, costruiti in modo che in ogni riga sia costante
I"indice = ¢ in ogni colonna 1indice §, e che in ogni termine
della diagonale principale sia «==§. Allora prova il Virari che
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il rapporto % & un invariante, e a questo Egli da il nome di curva-

tura totale di V,, nel punto che si considera. Per n =2 questo rap-
porto coincide comn I’ invariante di Gavss. Si definisce poi la cur-
vatura di Vy in'P secondo un Sy dé o, come la curvatura totale
della varieta geodetica di Vn tangente in P ad S.. Per n =3 si
hanno le tre curvature principali, e si ha il risultato che il loro
prodotto & uguale alla curvatura lotale di V, testé definita. Final-
mente le curvature principali delle ordinarie ipersuficie, trovano
qui le loro analoghe in quelle varieta V, che hanno il 11, di dimen-
sioni uno, e si trova che in tal caso la curvatura toiale della V, &
uguale alla potenza n-1¢ie del ‘prodotio delle n curvature principali.

Nel capitolo 8° & dato il concetto di sistema principale di nor-
mali ad une varietd giacente nel suo 1,, ed esposto un modo di
determinazione. Per le superficie questi sistemi erano gid stati
‘studiati con dettaglio in una Nota (') dell’Autore del 1928: qui .
sono estesi a tutte le varieta. Ecco brevemente la definizione.
‘Se v & il numero delle dimensioni del 'Il, di una varieta V,, il
VIitaLl costruisce un sistema contravarlante Wms;ip,2 a quatiro
apici di classe 1 a mezzo dei coefficienti della forma che da il ds?
di V, (r,8,p,¢=1,2,..0). Avendo wr,s il s1gn1flcato dato dalle (5),

si ponga: -

‘n
xirxs = %pq W",8§P7‘1:::p,q

n
(x’ \’ = Zpg Ly, s XT°, v =12 v
i §j/ 1 i J .

E principale quel sistexpa di normali’per cui

(9.6, @):0
\ )

per ogni coppia ¢ di numeri diversi scelti fra i numeri 1, 2,... v
Ha luogo il seguente teorema: : ,

In ogni punlo di Vy esiglono uno o infiniti (punto ciclico) si-
stemi principali di normali nel 11,.

Nel capitolo successivo si studlano con dettagho i sistemi prin-
cipali delle superficie, e si danno esempi di superficie cicliche
col Tl, a tre e a due dimensioni. '

(') G. ViTALL, Sopra alcuni covarianti associati ad una varietd e sopra
i sistemi principali di normali delle superficie. (« Annales de la Suciété
polonnaise de mathématique », T. VII (1928). ‘
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Infine. nell’ultimo capitolo, si osserva che questi sistemi ri-
spondono ad una definizione simmetrica rispetto all’insieme delle
loro normali. ¢ si mostra come sia possibile in altre maniere arri-
vare a tali sistemi. ‘

Ed ora un'idea generale dell’ opera.

[/ esposizione & chiara, attraente, suggestiva; gli argomenti
trattati sono di alta portata e di cavattere originale. Anche quelli
git. noti. personali vedute 1li pongono in nuova luce. Le con-
clusioni, pure nel groviglio delle formule, sono sempre raggiunte
nel modo pitt rapido con sapiente maestria. Raccomandare per-
tanto questo libro agli studiosi mi sembra superfluo, tantc paria
asuo favore I'alta rinomanza dell’Autore. - A. Tgvoro

Padovea. 30 dicemnbre 1929.

C. Brravi-Fortr e R. MarcornoNGo: Analisi vettoriale generale ¢
<o Applieasioni. Vol 1 Prasformazioni lineari-{Bologna, N, Zani-
chelli. 1929, pp. 265-111). ‘

(Questo volume ¢ il primo ed il fondamentale di una serie
avente lo scopo di trattare in « modo assoluto », ciot indipendente-
mente da ogni sistema di viferiniento tutte le questioni geometriche-
fisico—mateniatiche. In esso viene sviluppata 1"analisi vettoriale ed
omografica finita e differenziale che viene ivi subito impiegata
per stabilive le basi analitiche delle suddette applicazioni. Queste,
a cura degli Autori stessi in collaborazione con i proff. BURGATTI
e-BosGio. verranno esposte in altri quattro volumi che rispettiva-
mente tratteranno: I fondamenti di Geometria differenziale (com-
presa la Geometria proiettiva—differcuziale). la  Teoria wmatematica
dell” elasticita. I Idvodinamica e 1" Elcttricita, e magnetisino.

La lettura del libro in esame richiede la conoscenza degli ele-
menti di caleolo vettoriale che debbono essere a tutti famigliari
gincche fanno parte della introduzione ad ogni corso universitario
di Meecanica razionale o di Fisica-matematica. Detti elementi poi
cominciano ad avere maggior diffusione anche nei trattati di
Geometrin analitica (v. per es. quello recentissimo del prof. CoMEs-
saTT1). 11 nostro libro. che rivela caraftere prévalentemente scien-
tifico, incomincia con una Introduzione che sviluppa in modo del
tutto generale i concetti di uguaglianza, identith, corrispondenza, .
operatori, sistemi di operazioni lineari, funzioni, limiti, derivate,
integrali. Questa materia, per la sua grande astrazione, e che di-
mostra Ia cura posta dagli Autori per dare all’Analisi vettoriale
un fondamento rigoroso. richiede nel lettore qualche speciale atten-
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zione, ben presto compensata dalla facilith con cui si leggono i
capitoli successivi.

Nel primo capitolo in modo assai elegante viene sviluppata
la teoria delle omografie e relativi operatori fondamentali nello
spazio S; (). Gid in questa prima parte si nota che la grandissima
competenza degli Autori, frutto di- molti anni di costante lavoro,

- non disgiunto da lotte sostenute con molta fede, fa ancora lero
seguire per lo sviluppo dell’analisi vettoriale, quei criteri, che
dovrebbero sfatare I’erronea credenza che detta analisi vettoriale
rappresenti un semplice tachigrafo delle coordinate. Per semplifi-
care 1’ esposizione dell’analisi vettoriale differenziale che segue
nel IT Cap., il Cap. I, termina con lo studio delle iperomografie
od omografie del 2° ordine, operazioni fra vettori ed omografle od
anche fra coppie di vettori e vettori.

Cid, oltre ad uno sviluppo pitr sistematico ed ampio, costitui=
scono in questo libro caratteri differenziatori dal primo volume

—detla precedente-Analyse vectorielle générale apparso per cura degli- -

stessi Autori nel 1913. ,

Nel capitolo II si espone 1' Analisi differenziale trattando pre-
cisamente delle derivate rispeito ad un punto di punti, vettori, omo-
grafie, sviluppando le proprieta dell’ operatore differenziale del

d .
primo ordine leibniziano apP (derivata rispetto ad wun punto), che

a rigore sarebbe 1'unico indispensabile. Per la loro grande utilita

vengono invece anche studiati sistematicamente gli altri operatori
differenziali del 1° ordine: div, rot, grad, Rot.

L’ uso delle 1pe10mograf1e agevola precisamente lo studio degli

- ultimi due, ma viene messo in evidenza 1’inopportunitd di un uso

sistematico di esse. Segue la teoria degli operatori differengiali del

secondo ordine: A e A’; il A operante fra omografie ed Qmografié

ed il A’ fra vettori e vettori, senza essere omografia. Essi dipen-
2
dono dall’operatore fondamentale leibniziano ap (derivata seconda

rispetto ad un punto) e per oftenerne una naturale definizione si
accenna a poche nozioni sulle omografie del 3° ordime, che nel
contempo riescono comode per stabilire la relazione fondamentale
esistente fra essi. Degli operatori A e A’ vengono riportate anche
guelle possibili altre definizioni che si dimostrarono comode nelle
applicazioni e che consistono in prodotti funzionali di operatori
del 1° ordine. Con le stesso criterio si ricavano particolari opera-
tori utili, del 3° e del 4° ordine.

(!) Circa I'S, vi sard un Capitolo nel 2° volume della Collezione citata*
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~* ‘Sviluppando i concetti che furono introdotti nel 1917 dal
prof. BURGATTI, ¢li operatori div, rot, grad, Rot, A e A’ vengono
adottati ad operare anche su enti di una superficie. Questi opera-
fori superficiali si sono dimostrati di una efficacia grandissima,
tiénto nello studio delle questioni geometriche quanto in quelle
fisiche. Nel libro in esame non mancano riferimenti alle ordinarie
< forme cartesiane » e fra queste le espressioni assolute dei notis-
simi determinanti Hessiano e Jacobiano.

‘Conie immediata applicazione del caleolo assoluto svolto mei
preeedenti due capitoli, mel terzo capitolo si sviluppa in -modo
celere 'importantissima analisi matematica che & fondamentale
per -la fisico-matematica. Cosi fra I'altro troviamo le ben note
proposizioni che trasformano integrali estesi a volumi in integrali
estesi alle superficie contorno, integrali estesi ad una linea chiuse
in-integrali-superficiali estési a diaframmi limitati da quella linea.
Dopé una interessante teoria dei differenziali esatti, seguono i fon-

- damenti- sulle superficie e tinee vorticosee di corrente ed importanti-
teoremi analitici del Jacosi. Con molta concisione e chiarezza sonvi
i teorvemi differenziali caratterizzanti la natura di particolari campi
vettoriali seguiti dal teorema generale di CLEBSCH e sue conse-
guenze. = - ‘ N

Infine troviamo una breve ma densa teoria delle equazioni
differenziali dipendenti nel modo piu semplice dagli operatori diffe-
renziali div, rot, grad, Rot e P
Gli Autori, mentre espongono questo metodo analitico assoluto,

muovono una corrispondente critica ai comuni metodi cartesiani e
«-quelli pseudo-assoluti, con il plausibile scopo di mettere mag-
giormente in rilievo gli incontestabili suoi pregi. Io credo che
codesto metodo vettoriale, sotto molti punti di vista rappresenta un
reale progresso scientifico. Ed & con qualche orgoglio che i proff. Bu-
RALI-FORTI e MARCOLONGO possonc vantarsi di aver dato ad esso,
tanto contributo nei molti anni delle loro fatiche, e ad essi i lettori
non dominati da veecchi preconcetti, con lo studio di quest’opera
¢ quelle che seguiranmo, apprendendo la forma piu perfezionata
dello sviluppo e dell’uso del metodo vettoriale, dovranno la loro
"‘Pﬂtltl’ldlne R m. ne.



