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PICCOLE NOTE

Di aleune limitazioni valide per le funzieni armoniche o le
loro derivate, e delle foro applicazioni aila meceanica dei
sistemi continui.

Nota di Grrnao SreiNo (o0 Bologna.

Santo. - La presente nota viasswnee v conrgiicazione delf . alla NV

Riunione della Societa Ttaliciee pev il Progresso delle Seionze - Firense,
seftentbre 1420 ¢ riflette la vicerce di espressionid, i itcopsttere frizio.
nale. atte «a limitarve i aoe punto interno del ecconpor e funzioni ar-
moniche (asseguade per wiezzo ded vadori assunti sul coptorio. o Ie loro
derivate. Le espressioni otteiatte implicano coryispowdenti limitazion
per e derivate prima e seconda della fitizione i Gieex e si appli-
cano con successo alla risoluzione approssiveata di alewni problen
fisiei tidroweccanica picana. propagazione del celori. elasticita .,

1. Lo studio di espressioni. di caeattere funzionale. atte a li-
mitare in un punto interno del campo le funzioni armonicie (lo-
terminate dai valori assunti sul contorno) o le loro derivate

i
stituisece un problema c¢he credo nuovo e che si & presentato a me
come ricerca preliminare. necessarviao per la dimostrazione i un

noto principio della teeniea, Infatti nelle applicazioni della teoria
matematica della elasticith, si faouso frequente detla proposizions
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che segue, nota col nome di 'p'r'c"nc'ipfio o postulato del DE SaIxT-
VENANT:

« Se un solido elastico & in equilibrio sotto U azione di forze
esterne superficiali agenti soltanto sw wna piccola zona, allora le
tensioni interne tendono rapidamente « zervo guando ci si allontani
dalla zona stessa ». ,

Come si vede questa proposizione ha il titolo di postulato sol-
tanto perché finora non si ¢ riusciti a dimostrarta: ma poiche. le
equazioni gemnerali della elasticith determinano in modo unico la
soluzione quando siano ussognﬁ_te le forze esterne. il principio. se
vero, deve risulfare una conseguenza di quelle equazioni. Ova di
questa proposizione ((\-he per le applicazioni ha indubbio valore
tanto che il BorssiNesQ prima (1885) ¢ il Wour poi (1914 ne
hanno date per casi diversi particolari verifiche (') non si conosee
ancora alcuna dimostrazione goenerale: la quale. dato che 1o come
ponenti di tensione si possono ottenere con combinazioni opportune
di funzioni armoniche (CErRUTI, Brroarto {*) o visolvendo oqua-
zioni integrali che contengano nel nucleo Ia derivata seconda della
funzione di GREEX (%). sembra richicdoere, come riceren p‘ruliminnru.
uno studio sulle funzioni armoniche: dovremo ciot in primo luogo
rispondere alla questione: @ che wodo si comportano le fuwzioni
armoniche quando sono diverse da zero soltunto su wwa  piccoly
zona 5, del contorno = del campo e sono uguali a zero wella rivi-
nente zona (7,)7 |

Non si introduce aleuna restrizione supponendo che la fun-
zione armonica data I sia uguale in s, alla costante J/: allora se.

{1y Cfr. Borsxlxﬁwy. Applications des potentiels & I étude de U équilibre
et du monvement des swlides élastiques. Paris. 1885: K. WorLvr. Zur Gul
tigkeit des Saint-Venauntselien Prinzips bei der Balkenproblemen. « Sitzungs-
berichten der Kaiserl. Akademie der Wissenschaften in Wien. Mathem.
Naturw. Klasse ». Bd. CXXIII (1914). Si veda anche G. SvveiNo. Une veris
fica del postulato del Saiut-Venant per gli archi. « Atti della Reale Aeea-
demia delle Seienze di Torino », vol. LX (1925).

(3) 11 tcorema del Crerruri é riportato senza dimostrazione dal Man-
coLOXGO, Teoria Matematica dell’ equilibrio dei corpi elastici, Milano, 1904
per la dimostrazione v. BUrGarti, Sopra due utili forme dell’ integrale
yenerale dell’ equazione per Uequilibrio dei solidi elastici isotropi. Memorie
della « R, Accademin delle Scienze di Bologna ». tomo IIT della serie 8%,
pag. 63 (1925-26). N

) Un procedimento di questo genere si ricava. per i sistemi pi;mi.
in base ad una nota di LAuriceLLA (« Atti dei Lincei», 1911) e seguendo
un’idea del L1CHTENSTEIN, \Ueber die erste Randivertaufgabe der Elastizitiits-
theorie. « Math. Zeitseh. ». 1924,
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per fissare le idee; ¢i poniamo in due dimensioni e consideriamo
un campo circolare, risulta immediata la posizione:

M (cosz

U4 = = , ds, — =

5
r~U; . lIJ cos (. x) — 2 cos 4 cos (1, x) .
fe il = » 1

Tt

nella quale A4 indica un punto generico del campo. P un punto

di 7,1 2 ¢ la normale a s, in P diretta verso s,: r=14. 'I;M/h‘;' od =

¢ 1"angolo secondo cui da un punto qualunygue del cerchio si vede =,
Si presentano quindi spontanee le limitazioni

' ‘ M
1) Ui o

1

cU| M fds,
— = ’ K
cx fA = ¥

ae

1

to angolo visuale secondo cui da 4 =i vede 7))

Queste formule, per guanto semplici. sono sufficienti per il
problema posto: ma esse hanno interesse soltanto se sia possibile
estenderle ad ogni campo (o trovare delle limitazioni analoghe
alide in generale). Ho studiato questo problema in piu lavori.
alcuni dei quali gid pubblicati {7} ¢ 'ho risolto per il caso dei
‘ampi convessi.

La ricerca ¢ semplice per le limitazioni relative alle funzioni.
Consideriamo. per esempio. un campo €, a due dimensioni. sem-
plicemente connesso e convesso; basteri allora ricordare che se
in un punto 4, interno a C &

cosy

W =J u{P) PA. ds

S

1) Questa limitazione perde di significato quando ei si avvicini a 3,
ma si deve ricordare che, in base al problema fisico posto, a noi intcres.
"sano soltanto i punti lontani da s,.

(?) Cfr. Svrixo, Alcuwne limitazioni valide per le funzioni armoniche,
« Atti della R. Accademia dei Lincei », 2% sem. 1928 : dlcune linitazioni
valide per le dervivate di wia funzione armonica. 1bid., 2° sem. 1928. Nej
« Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo » sard pubblicata una
Memoria pitt diffusa sull'argomento: Sopra alcune lanitazioni valide pey
le funzioni armoniche e le loro derivate.
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quando A tende ad un punte P’ del contorno, W tende a

[Q I
Wpr = =u(P’) + "u P)y—"dS.
T u( J! (P) o0

Se poniamo

. M COS s
W= e ( ; tds,
= o

Ty

{v rappresenta 1'angolo visuale massimo secondo cui da un punto
rariabile di s, si vede s,) verificheremo subito in base alle for-
mule precedenti che sn s, & Wp =M ¢ su 5, & Wp > 0: seguono
cost le diseguaglianze ‘

) [y A ‘cos y M M s
s ; - e -— (G, == - g RN
2 A=y pvl) R ds, 2:—-«(“‘1<27= IR

“1

Quando 5, tende a zero v (che per 5,3=0 & <Z=) tende a =
Allora la (2) coincide con la (1).
Si osservi come confrontando la (1) con la relazione

{4 s

oG
:2:,’ np

Ty

o p

tbp R N
nella quale e la derivata normale in P della funzione di
P

Grreex relativa al punto P del contorno e al punto A interno al
quipo. e passando al limite per s, tendente a zero si deduce la
diseguaglianza

risultato che -si collega con mnote ricerche di P. LEVY (<« Acta
Math. » 1919) ¢ E. E. LEVI (« Gott. Nachricht. » 1908).

2. La ricerea diviene meno semplice quando si voglia ottenere
una limitazione per le derivate della funzione armonica data. No
indichero soltanto il procedimento generale. ;

Si comnsiderino dapprima i punti di s5,: sia 4 uno di questi
o sia f la tangente a sy in A: indichiamo poi con p la retta con-
giungente ghi estremi P, P, di 5. Se p non & parallela a ¢
((questo easo particolare rimane poi incluso con i ovvio passaggio
al limitey si fissi I' attenzione sul campo angolare che contiene s,
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ed & limitato dalle due semirette appartenenti @ p o a-f o useenti
dalla comune intersezione. La funzione W, regolave in questo
campo. nguale ad M in P, P,. nulla nella vimauents parte di p o
s f, ha in comune con la U quella parte 7 del campo € limi-
tata da 7, o da P P,.

Quando il campo sia convesso & sempre sul conforno (¢ quinds
in "y "= W in parvticolare in A & 7 = W . Ne segue oo

Ora nel campo angolare cost definito si riesee ad ottencrs

Lo . Al -
una limitazione per la derivata normale - qualungue xin il va-
4

lore dell” angolo ;f\ questa limitazione sari dunque valida per Ia
devivata normale sul contorno di qualongue campo convesso. B
poiche possiamo anche dimostrare che Ia funzione armonica 17
nalla in 5, e uguale ad M in £ L. ha te linee di livello tutte
convesse, cosl Ia formula ottenuta servivi o Hmitare Ia derivata
della 7 in ogni punto interno. per ogni direzione.

La formula eui si giunge o

i esse sege

Crxernp o2

Le rvicerche precedenti si possono estendere allo spazio: i
trovano allora le limitazioni (*):

e
.M fcosz G 2 cos
,,15:.) 20 B ) =< e
=, b np +
71
el = Ms, l i

el T ey

3. 8i ¢ accennato all'inizio della nostra comunicazione al
problema di elasticith che ¢i lia condotto a questa vicerca, Ma le
formule ottenute possono esscre applicate anche ad altri problemi
che indicheremo brevemente,

(1) La dimestrazione di queste formule si trova nella Memaoria . del
+ Cireolo Matematico di Palermo .
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Consideriamo prima la teoria della propagazione del calore.
Dato un solido convesso supponiamo divisa in due zone comple-
mentari (s, e ;) la sua superficie limite; se T, & la temperatura
costante in o, T, quella di s, (T, > T,) possianmo affermarve, in
base a cose note: :

1) che in un punto A distante » da 5, la temperatura T'
non pud superare il valore

p -1, Teos v 9|
_['0 + 5T o). 0, == '2 (10‘, - "3 {
. 4 1

2) che la quantita di calore A@ che nell’intervallo di tempo
Af passa attraverso la superficie piana Ao (per A4) vale al pil

SO =T
3o e ),

Vediamo ora un'applicazione alla idrodinamica piana dei lis
quidi perfetti. B necessario percid conoscere una limitazione valida
per il problema di NEUMaNXN. Nei campi piani (convessi) questa
pud essere ottenuta facilmente dalla limitazione data per il pro-

. . cU .
blema di DiRicHLET, ricordando che assegnare 5y SW S equi rale

oV . . . .
ad assegnare % (se V & la funzione armonica coniugata ad U).

Si trova cosi la formula (3):

81

aU| = Ms)?
=1

A4

ralida per la derivata (secondo la direziome x arbitraria) della
funzione U, la cui derivata normale & nulla in ¢, ed assume in s,
il massimo valore assoluto M.

Indichiamo ora com {f; z, y), o(f; x, ) le componenti della
velocith in un punto generico del piano , ¢ e in un determinato
istante ¢ (si pensa ad un sistema cartesiano (0; x, 3) di riferimento).

N

Se il liquido & incompressibile, qualungue sia il valore di p(t: a. 1)

#4) Indico con C il coefficiente di conducibilith, ciot la quantita di
calore che nell’unita di tempo passa attraverso una superficie unitaria di
" parcete quando duc pareti parallele a distanza unitaria sono mantenute a
temperatura costante diversa dall’una all’altra dell’ unita -di temperatura.
t3) Vedi o 2¢ delle mie Note alla « R. Accademia dei Lineei ».
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(pressione unitaria) e delle forze di massa si PUd porre conre © Notg

i i
o= _ . == -
i 47)

IV funzione di correntel.

Se il moto & irrotazionale ® AL == 0 comungue varii il miotg
stesso col tempo.

Supponiamo ora che il campo di moto del liguido sia Jimitatg
da una parete fisse convessa: parete che chiude §1 campo stessg
sithvo che nelle zone oo b e indicando con Vil veloeitic mas.
sima in queste zone al tempo £ ocon 5 il tratto compreso trie eli
ostremi delle zone pinn lontane  si osserva stbito che se il moto 7
irrotazionale coninque variing In pressione, 1o forze di massa
la veloeitiv stessa nel vecipiente, <empre o in un punto o intern
a ('

: s
Vil = \V'nd 0t oo 1

Vih

ot

11 caso qui considerato ha riscontro fisico in quello di un
recipiente cilindrico nel quale venga imnmessa aequa per un’apers
tara o o tolta con una seconda apertura hooe potrebbe appiicire
anche allo studio della veloeitic dell  wequa in i’ insenatura per
effetto di corventi provenienti dal lareo. '

4. Prima di terminave questa comunicazione aecennerd bre
vemente allo sfate-delde mie ricerche di elasticitio Nel lavoro el
LACITENSTEIN @it ricordato (v, nota a pag. 2545 ¢li spostamentic
dati in superficie, sono determinati in tutto il solido. con la riso-
tuzione di una equazione integrale relativa alla dilatazione cubica:
exsi vengono allora presentati per mezzo di integrali che contengono
oltre agli spostamenti in superficier o alia dilatazione cubica tro-
vata, la derivata prima o la seconda della funzione di GrREEN., Ora
con opportuni accorgimenti =i puo trovare un valore maggiorante
per la dilatazione cubica: ne segue quindi il teorema:

- Re in un solido elastico. privo di forze di massa. gli sposta-
mentl, dati sulla sua superficie limite. sono diversi da zervo sol-
tanto in una zona superficiale s, . allora e earatteristiche i sol-
lecitazione diminuiscono di intensitha all allontanaesi da 5, ¢ in un
punto fissato tendono ad un limite determinato ¢ finito (general-
mente diverso da zero) quando 7, tende a zevo

Per it sistemi elastici piani vale la proposizione simmotrica:

Se o inoun corpo elastico in due dimensioni e forze sono
applicate soltanto nella zona =, del suo conforno allora be earat-
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teristiche della sollecitazione diminuniscono di intensiti all allon-
tanarsi da o, e in un punto fissato tendono a zero insjeme con 5

stessy -+,

Questo secondo teorema costituisce per i sistemi piani. ln di-
mostrazione del principio di SATNT-VENANT. Sono evidenti le pic-
cole modificazioni relativamente all’enunciato. riportato all inizio
di questa comunicazione. ¢ generalmente ammesso,



