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’

Alcune applicazioni dei polinomi di Tchebychev.

Nota di Pactrrco MazzoNI (a Bari).

Sunto. - Si considerano alcune questioni di minimo che si risolvono me-
. diante applicazione dei polinomi di TCHEBYCHEY, e si assegna un

limite superiore per la wmigliore approssimazione di una data funzione
in un intervallo.

In questa nota consideriamo alcune questioni di minimo che
si risolvono mediante applicazione dei polinomi di TCHEBYCHEYV.

1. Data una funzione reale f(x), continua in un intervallo
qualunque @ — h, @ + h, e considerato un sistema di » + 2 numeri
crescenti ,, x,, @,,.., «,,,, scelti fra a —h ed « + h, & noto che
il polinomio di TcHEBYCHEV di grado ® di approssimazione mi-
nima sul detfo sistema di punti da la seguente approssimazione ¢,:

f(xu) . ﬂwl) + ﬂ:_r’_2_) — f(x1z+l)
. “) ) (0] (')N
1) f= : 1 11 i : 1"’“+_l— )
— 4 — 4 — 4+ .+
(O [ON (O 4

avendo indicato con , 1’espressione:
(2) or=]@— )@, —3) oo (Brmy — TR Ergr — L) eoe (@40 — &) | (')-

11 numeratore della (1) non & altro che la funzione inter-

[fa+vE)]
polare |flx,, ®,,.., x,,,)|, che notoriamente & = [ 1’)! , es-
sendo % un certo valore 'intermedio fra =, e x,,,: talche la (1) si
pud scrivere:

1 FDEy |
) - Fiiascl

(') Vedasi D LA VaLnee Poussix, Lecons sur U approximation des
fonctions d’une variable réelle (Paris, Gauthier-Villars Ed., 1919), n. 59,
pag. 81, ‘ B

(%) Vedasi anche il mio lavoro: Sui polinomi di approssimaszione mni-
nima (< Rendiconti del Circolo Matematico », Palermo, 1929), n. 8. Per le
funzioni interpolari vedasi A. CAPELLI, Istiluzioni di Analisi algebrica
(Pellerano suce., Napoli 1909), pag. 274 e 508,
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Ora supponiamo che la funzione da approssimare sia f(x)=av-+1.
allora si ha fO¥D(x) = (1 4- 1)1. e la (3) diventa in tal caso: '

1
i : nET T
R T

©y ) 41

Se gli »+2 punti x,. ..., x,,, sono scelti in modo ¢pe

1’ espressione (4) abbia il massimo valore possibile, allora. com

noto. si ha la migliore approssimazione : su futfo 1 intervail,
' . 1 1

a —h, ¢+ h: e allora il denominatore RPN sard minimeo,
. M) Y1

Ma @ noto che il polinomio. P(x) di grado » di approssimazione

minima per la funzione flx) = x"** (sull'intervallo ¢ — h. @ + J)

¢ il seguente:
hitt —a

x
(5 P(x) =a"*t — ~5,;— cos (i + 1)are cos T

hn—H

che la migliore approssimazione ¢ :=—;~. ¢ che gli »+2 punti

sui quali viene raggiunta tale approssimazione ¢ sono i seguenti:

k=
(6) ap=a—heos 5 (per k=0.1.2,.,n+1)(})
Dalla (4) si deduce dunque la prima proposizione:
Il minémo valore della quantito
1 1 1 1

(7 g S — e 4 .
1 e RS

in cui wx & dato dalle (2), e i valori Xy, X,..... Xn ., SOn0 punti
n

dell intervallo a — h, a + h, & la quantiti H:T'ﬁ' e viene raggiunto

quando ¢ numeri Xx sono dati datle (6).

2, Ora se determiniamo il polinomio @x) di grado » + 1 che
assume i valori =1 sugli » + 2 punti »,, x,,... «,,,. con alter-
nanza di segno,” abbiamo, a causa della (2), che la quantita (7) &

{!) Vedasi 8. BERNSTEIN, Legons sur les propriétés ewtrémales ecc.
{Gauthier-Villars éd.; Paris, 1926), n. 3, pag. 6. K noto che si ha:

1 e aa—t —
cos(n+1)arceosz =31 (g + Ve — 1)ty (2 — SV (TER N
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proprio la funzione interpolare | Qx,, x,,.., «,,,)| (). Ma si ha:
Q(n+1) .
1

che & uguale al coefficiente b, di x**! nell’ espressione di Xx); ‘

JQ(mO’ Lyyeeey wn—i—l) =

dunque la quantith (7) & =b,, e per la (4) si ha: b0=:—. Ora @
1

minimo b, quando & massimo p,, e cid accade quando i numeri x;
sono dati dalla (6), e allora si ha p:_h”‘""2". Abbiamo cosi la se-
conda proposizione: i

Fra tutti ¢ polinomi di grado n + 1 che assumono i valori -1,
con alternanza di segno, in n + 2 punli (in ordine crescenie) X,,
Xy,uey Xy, dellintervallo a —h, a + h, quello che ha il minimo
coefficiente b, di x21 si ottiene quando i punti Xgy Xyyeey Xngy 8000

o . 20
dati dalla (6); il minimo valore di by & — pnFi € il polmomw che
realizza tale minimo & il seguente:

Q(x) = cos (n + 1) are cos < ;; i

(infatti esso assume i valori =1 nei detti punti, ed & I’unico di
grado #» + 1).

3. Deduciamo infine una notevole conseguenza dalla (3). Sic-
come il minimo della quantity (7) & 2":h"+!, risulta dalla (3) in
generale: »

n+1)(8) | prtl
®) 0 < [F"*2E) |

(n+1)12% 7

Dunque: Se una qualunque funzione f(x) continua nell inter-
vallo a —h, a4+ h ammette la derivata (n + 1) inferiore numeri-
camente a un numero M, allora la wmigliore approssimazione di
f(x) su wun sistema di n +2 punti, oppure su tutto U intervallo
a —h, a-+h, & certamente inferiore alla quantita

Mhn-i-l
©) | w+nre O
Bari, ottobre 1929 (VII).

" (*) Vi sono due tali polinomi Q(x), e si ottengono I’uno dall’ altro con
un semplice cambiamento di segno. Ma fissato che debba essere, ad
esempio, Q(x,) == + 1, allora Q(x) & unico.

-#) Nell’Opera citata del BERNSTEIN (a pag. 10) & indicato un limite
superiore per p,, che & doppio della guantita (9).



