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Alcune applicazioni dei polinomi di Tchebychev.

Nota di Pacifico Mazzoni (a Bari).

Sunto. - Si considerano alcune questioni di minimo che si risolvono me­
diante applicazione dei polinomi di Tchebychev, e si assegna un 
limite superiore per la migliore approssimazione di una data funzione 
in un intervallo.

In questa nota consideriamo alcune questioni di minimo che 
si risolvono mediante applicazione dei polinomi di Tchebychev.

1. Data una funzione reale f(x), continua in un intervallo 
qualunque a — a h, e considerato un sistema di n 4- 2 numeri 
crescenti æ0, x17 x2,..., xn+1, scelti fra a — h ed a 4- è noto che 
il polinomio di Tchebychev di grado n di approssimazione mi­
nima sul detto sistema di punti dà la seguente approssimazione :

(1)

f(a„) _ fix1) f(xj __ ± f(xn+ì)
_ wo "1 *" ">r w„+i

P*“ ’ 111 1— — -f— — 4~ ... 4- —---w0 <.>> Wj W)|+1

avendo indicato con <ak l’espressione :

(2) = I (x0 — xk)(xi — xk)... — xk]ixk+l — xh)... |

1

Il numeratore della (1) non è altro che la funzione inter- 

polare |f(#0, ar, ,..., xvÆy\ |, che notoriamente è = , es­

sendo l un certo valore intermedio fra xQ e xu^'. talché la (1) si 
può scrivere: 

(3)
-! f (n+1,(5) !

1 £

rio W1

Ç) Vedasi De La Vallée Poussin, Leçons sur V approximation des 
fonctions d}une variable réelle (Paris, Gauthier-Villars Ed., 1919), n. 59, 
pag. 81.

(2) Vedasi anche il mio lavoro: Sui polinomi di approssimazione mi­
nima (« Rendiconti del Circolo Matematico », Palermo, 1929), n. 3. Per le 
funzioni interpolar! vedasi A. Capelli, Istituzioni di Analisi algebrica 
(Pelierano succ., Napoli 1909), pag. 274 e 508.
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Ora supponiamo che la funziono da approssimare sia f(x| = .
allora si lia f(”+1)(æ) == (n 4- 1)!. e la (3) diventa in tal caso:

Se gli n ■+■ 2 punti x0. aq...., sono scelti in modo cli<> 
F espressione (4) abbia il massimo valore possibile, allora, coni' è 
noto, si ha la migliore approssimazione z su tutto l'intervallo 

a — h, a -{-h: e allora il denominatore -- 4- -■ 4- ... sarà minimo
W0 W1

Ma è noto che il polinomio P(x} di grado n di approssimazione 
minima per la funzione f(x) = (sull'intervallo a — h, a 4-7/)
è il seguente:

(5j
_ ., 1 x — aP(x) = x"^1 — -9,7- cos [n 4- 1) arc cos —j—

hì)+lche la. migliore approssimazione è z = —>--- . e che gli »? 4- 2 punti 

sui quali viene raggiunta tale approssimazione z sono i seguenti:

(6) xk — a — h cos - (per k ~ 0. 1. 2,..., n 4- 1) I1).

Dalla (4) si deduce dunque la prima proposizione: 
Il minimo valore della quantità

in cui wk 6 dato dalla (2), e i valori x0, Xj  xll + 1 sono punti 
2ndell intervallo a — h, a 4- h. è la quantità e ™ene raggiunto

(piando i numeri Xk sono dati dalla (6).

2. Ora se determiniamo il polinomio Q(x) di grado n 4- 1 che 
assume i valori ±1 sugli n 4-2 punti #0, aq,.... con alter­
nanza di segnof abbiamo, a causa della (2), che la quantità (7) c

(‘) Vedasi S. Bernstein, Leçons sur les propriétés extrémales ece. 
(Gauthier-Villars éd.; Paris, 1926), n. 3, pag. 6. È noto che si ha:

cos (n 4- 1) arc cos z = y : {z 4- \'z2 — l)n 1 4- — l)n41 !.
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proprio la funzione interpolare |Q(«0? ,..., ^). Ma si ha:
Q(«+l)

Q(a;0, x(|+I) = (w—

che è uguale al coefficiente 60 di nell’espressione di Q{x); 

dunque la quantità (7) è = 60, e per la (4) si ha : 60 = ~. Ora è 

minimo 60 quando è massimo p,, e ciò accade quando i numeri xk 
sono dati dalla (6), e allora si ha p==fen+1;2n. Abbiamo così la se­
conda proposizione:

Fra tutti i polinomi di grado n 4- 1 che assumono i valori 1, 
con alternanza di segno, in n + 2 punti (in ordine crescente) x0, 
x,,..., Xn+1 dell'intervallo a — h, a + fe, quello che ha il minimo 
coefficiente b0 di xn-hl si ottiene quando i punti x0, x15...,.xn+i sono 

2ndati dalla (6); iZ minimo valore di b0 è ^n_hl, e iZ polinomio che 
realizza tale minimo è il seguente:

Q(x} — cos (n ■+■ 1) arc cos X ?

(infatti esso assume i valori ± 1 nei detti punti, ed è l’unico di 
grado n 4- 1).

3. Deduciamo infine una notevole conseguenza dalla (3). Sic­
come il minimo della quantità (7) è 2’i;frn“*’1, risulta dalla (3) in 
generale :

If+DfölÄ«*1
pl<~ (w •+■ 1) ! 2« -

Dunque: Se una qualunque funzione f(x) continua nell'inter­
vallo a — h, a 4- h ammette la derivata (n 4- l)ma inferiore numeri­
camente a un numero M, allora la migliore approssimazione di 
f(x) su un sistema di n 4-2 punti, oppure su tutto l’intervallo 
a — h, a 4- h, è certamente inferiore alla quantità

(9)W (w 1)!2’1 1 '
Bari, ottóbre 1929 (VII).

(l) Vi sono due tali polinomi Q(x), e si ottengono l’uno dall’altro con 
un semplice cambiamento di segno. Ma fissato che debba essere, ad 
esempio, Q{x0) = 4-1, allora Q(x) è unico.

^(2) Nell’Opera citata del Bernstein (a pag. 10) è indicato un limite 
superiore per pl9 che è doppio della quantità (9).


