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PICCOLE NOTE . 235

Le funzioni puntiformi.

Nota di LETTERIO LaRoccETTA (2 Roma).

Suntoe. - Proseguendo i precedenti studi sulla rappresentazione analitica di
porzioni di spazio comunque limitate, si considera il caso lonite delle
funzioni che rappresentano punti e si mostra come, partendo dalle fun-
zione di una variabile che rappresenta un punto. si possano costruive
le funzioni che, in uno spazio ad una o pit dimensioni rappresentano
pit punti o un insieme numerabile di punti uei quali la funzione
prende valori assegnati, indicando qualche applicazione.

Chiamo « puntiforme » una funzione F(x,. «,..,) che ha dap-
pertutto il valore zero eccetto che per un certo sistema «,, a,...q,
di valori delle variabili in corrispondenza del quale assume un
valore non nullo k. ) ‘

Attribuendo a queste kariabili il significato di coordinate, si
pud dire che la funzione puntiforme, come ora definita, rappre-
senta un punto P di uno spazio ad # dimensioni perchd serivendo

{1 ’ Flz,, =, .. x)=Fk
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si ha un’equazione soddisfatta solo per il sistema di valori a,, a,...a,,
delle variabili al quale corrisponde un punto di tale spazio.

Se poi questo punto & proprio I’origine delle coordinate, ciod
le variabili hanno tutte il valore zero, e inoltre il valore che la
funzione prende in esso & + 1 dird che questa & la funzione pun-
tiforme « fondamentale » dello spazio S, considerato. Ma dicendo
« la funzione puntiforme fondamentale » senz’ altro intenderd quella
funzione F(x) di una sola variabile che prende il valore + 1 per
x==0 e che & zero per ogni altro valore di x.

Seguendo le notazioni adoperate nei precedenti miei seritti
questa funzione pud essere brevemente indicata col simbolo (0, 1,0).

Da essa si deducono agevolmente tutte le altre funzioni pun-
tiformi, tanto quelle fondamentali di pit variabili, quanto quelle
che, in un S, qualsiasi, rappresentano pilt punti i quali possono
essere sia in numero finito, sia costituire un insieme infinito ma
effettivamente numerabile.

Se, infatti, si sa costruire la funzione puntiforme fondamen-
tale F(x) di una variabile, & chiaro che si otterra la funzione pun-

tiforme di »# variabili «,,..., x, scrivendo
@ Fyx ) Fo(,) ... Fo(x,)
. Fx,) + Fy(x,) + ... + Fyx,
. | Fed - P i)

(dove I, indica al solito la funzione « éntiero di x » di LEGENDRE)
poiché entrambe queste funzioni hanno il valore —+ 1 nell’origine
ed il valore zero in ogni altro punto.

D’ altra parte volendo passare dalla funzione fondamentale, che
scriverd brevemente Fy(z,) invece di Fi(x,..x,), ad una funzione
puntiforme generica che prende il valore'k nel punto P =aq,...qa,,
basta scrivere

(4) ‘ kFo(wn - a’n)‘

Cid posto, la funzione pilt generale, che rappresenta m punti
Py, ... P, dicoordinate ai.i,... @n.i(¢ =1, ... m) nei quali essa prende
i valori %,,.., k,, & esprimibile sotto forma di somma o di pro-
dotto delle funzioni rappresentanti ciascuno dei punti

t4 2

(5) ki — n.3)

i=1

h

m
(6). — 1+ T (ke + 1)Fo(@n= ).
i=1 »
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Entrambe queste espressioni sono casi particolari di due espres-
sioni piut generali indicate in un mio precedente scritto (') sulla
rappresentazione analitica di diagrammi costituiti da una succes-
sione di archi di linee diverse. Si tratta sempre di una particolare
forma di interpolazione che ho proposto (*) di chiamare « énferpo-
lazione segmentale ». 1’ analogia della formula alla quale ero giunto

() 5= Fy@)2,0.1.0) + .. +- Fi@)z(0, 1. 0) 4 .. + Fo(@)s,(0, 1, 0)

con quella d'interpolazione « puntuale » di LAGRANGE & evidente.
- Qui rileverd soltanto che la (7) & nella forma. identica anche alla
formula di « interpolazione funzionale »
(8) P==F1, + 8,1, + ..+ 8,1,
data dal prof. 8. PINCHERLE (%).

Infine se i punti non sono in numero finito ma costituiscono
un insieme effettivamente numerabile le coordinate di ciascuno di
essi essendo funzioni Y(m), ¢ =1,..n, dell’indice m, mentre i va-
lori della funzione che ad essi corrispondono somno pur essi fun-
zioni K(m) dell’indice o funzioni K(x,.... x,) delle coordinate, allora
il polinomio (4) diventa una serie il cui termine generale ha una
delle due forme

(9) Km)F, e, — Wim), ... 2, — L, (m)!

(10) K@,y s @)Fy 1@, — 1(0). o, @, — o)

dove m pud prendere tutti i valori intieri da — oo a + o<,

In quanto segue mi propongo di far vedere in qual modo si
possano effettivamente costruire le funzioni puntiformi fondamen-
tali e quelle che da esse si deducono coi metodi sopra indicati.

1. Funzioni ¢he rappresentano un punte. — Ricordando che
la funzione sgna & zero per x =0 ed ha il valore + 1 per x>0
e —1 per x < 0 si scorge subito che

1y Fyxy=1—sgn*zx

(') <« R. C. Ace. Naz. dei Lincei », 18 giugno 1922,

(?) In una mia comunicazione al Congresso dei Matematici di Bologna
Sulla estensione dei metodi della geomelria analitica alla rappresentazione
dello spazio fisico, che verrd pubblicata negli Atti. i

() V. p. 243 ¢ 299 di S. PINcHERLE ¢ U, AmaLp1, Le operazioni di-
stributive e le loro applicazioni all’ analisi. N. Zanichelli, Bologna, 1901.
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& proprio la funzione puntiforme fondamentale poich® appunto

sgn*x & zero per x = 0 ed ha sempre il valore + 1 per x3=0. Si

noti che nel mentre la funzione sgna & esprimibile con un inte-

grale definito, la funzione sgngac & esprimibile anche con una

serie essendo (}) ’ : -
oo

(12) sgn®a = 4 (1 g )n

. In via'generale pud servire a costruire una funzione punti-
foxme fondamentale qualsiasi funzione F(x) che & sempre > 0 per
— oo < & < -+ oo e che raggiunge il suo valore massimo M (il 1n1-
nimo m) per x =0 perché allora

. \ '1 |
& SRR K

sono entrambe due diverse espressioni per la funzione cercata.
Assumendo ad es. per F(x) la funzione e¢—*' che ha un massimo
=1 per =0, o la funzione 1 4 x* che per x =0 ha un minimo
=1 si hanno per la funzione puntiforme fondamentale le espres-
sioni semplicissime

14 v le—e2, I(1 4 2?1,

Se il punto isolato debba 001r1sp0ndere all’ asc1ssa xz=a ed ave ‘e
un’ ordinata y =k si scrivera: - /

s o Kle—e—at, kLt 4 e — i

E la funzione fondamentale del piano, o dello spazio, si avn‘a percio,
in conformita alla (2) od alla (3), scrivendo

(16) lo—x* o=y

1 .
(17) I 3;3 - sgn?x—sgn’y—sgn’z:.

*) Ved. U. Dix1, Fondam. per la teorica delle funzioni di variabili reali
al § 112 della traduzione tedesca di J. LiiroTH ¢ A.Scuepp. Lipsia B. G.
Teubner, 1892, dove, nello stesso paragrafo & indicata anche la serie

} ’ 1 ’ n ‘ — ) - AN o E

Z 1y+yy <-—_,—_?) la quale, essendo =0 per y=0, —+1 per y >0 e
= — 1 per y <0 si potrebbe pensare che esprima sgny, ma essa contiene
~ gin implicitamente questa funzione essendo \y\ =ysgny e non pud percid
servire a rappresentarla.
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2. Funzioni che rappresentano piu punti. — Se i valori che
la- funzione prende nei diversi punti sono tutti uguali fra loro.
per es. 1ok, allora la (5) ¢ la (6) si possono semplificare sosti-
tuendo alla somma o al prodotto di » funzioni una sola funzione
che prende il valore 1 in » punti, come ad esempio

S (18) ]e*(vc—(m"’ v (w—an)?
(19) 1 —sgn® (@ — a)) ... (2 — a,)]-

E notevole il caso di due punti simmetrici rispetto all ovigine.
come =t @, che si presenta ad esempio nel considevare i vertici dei
poliedri ¢ cosi per rappresentare i vertici del cubo di lato 2a col
centro mell’origine e le facce parallele ai piani coordinati si ha
I" equazione
(20) sen? {2 — ) -+ sgn® iy — @) -+ sen? (22— a®) = 0.

Tna equazione analoga si ha per I'ottaedro a tre assi. a. b, c.
con i vertici sugli assi coordinati '

21 sen? (@ — @?) 4+ sgu? (i — DY)+ segn? (2 — Yy =2,

Ni hanno cosl ofto o sei punti con soli tre termini; se manca
Lt simmetria bhisogna serivere tanti termini quanti sono i punti.
cost la funzione puntiforme corrispondente ai vertici del poligono
regolare di n lati inscritto nel cerchio di raggio » & in generale

- \ 2=k\ 2=k
20 2: on?l: os —— Voo 2222
(22) 'kq’l SN (x cos " )\N n P

B questo dei vertici del poligono un caso particolare di un
tipo pitt generale di gruppi di punti nei quali tanto le ascisse
quanto le ordinate dei punti hanno valori che si succedono con
legge assegnata. Cosi se le aseisse corvispondono ai multipli sue-
cessivi di nno stesso intervallo A e le ordinate sono quelle corri-
spondenti di una curva y=f(x) alla quale debbono appartenere i
punti, il polinomio prende la forma

(23) fl) D Je—te—rar !
Fr=1

3. Funzioni puntiformi periodiche. — Si rende periodica la
funzione puntiforme fondamentale ponendo nella (13) per Fre) una
funzione periodica positiva in tutto il periodo. il cui massimo M
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non sia infinito ed il cui mini;no m non sia nullo. Si hanno cosi
ad esempio le funzioni
X

(24) [sentnx, le—senta l sen® —-

alle quali corrispondono rispettivamente i periodi 1, =, A. Se si
vuole,che i punti isolati siano distribuiti sulla curva y = f(x) basta
-porré f(x) a fattore. In particolare se si pone sen'« per f(x) si ha in

(25) ' sen zl sen* x

la funzione periodica puntiforme che prende alternativamente i
valori non nulli +1, — 1.

Se si adottano coordinate polari, invece di quelle cartesiane,
una equazione come '

(26 e=fl6)[t — sgn sons 3|

rappresenta i punti d’intersezione della curva ¢ = f(3) con i raggi

2n
vettori che si succedono ad intervalli angolari costanti " In par-

ticolare percid

- _ ne
27 p___rl sen’?

rappresenta i vertici del poligono regolare di # lati inscritto nella
circonferenza di raggio ». Se r =1 si hanno cosl i punti del piano
complesso che corrispondono alle radici dell’ unita.

Le funzioni puntiformi periodiche del piano e dello spazio si
hanno in modo analogo a quello sopra esposto rendendo periodiche
delle funzioni del tipo delle (2), (3) e quindi '

(28) l ;(I cos? nx + | cos? -::y)
(29) | cos? = cos? ny cos? 7z

rappresentano i punti nodali dei reticolati ortogonali del piano e
dello spazio ossia 1’insieme dei punti i valorl delle cui coordinate
sono espressi da numeri intieri.

~ Dalla funzione puntiforme spamale (29) si ottiene immediata-
mente. I’ equazione del reticolato cristallino per il parallelepipedo
rettangolo di assi 2a, 2b, 2¢, scrivendo

(30) Punt (xyz), Dir a Dlr% Dir ‘
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dove la (29) & stata indicata brevemente con Punt(xyz): e il sim-
bolo Dirx () indica il « fattore discontinuo di Dirichlet », cioe la

. 1
funzione che ha il valore -+ 1 per 2| < 1, il valore 5 ber =1

il valore zero per 'x|> 1.

4. Funzioni; che rappresentano insiemi numerabili di punti
distribuiti con legge assegnata. — Oltre le funzioni periodiche
innanzi considerate, presentano un particolare interesse quelle nelle
quali la Innghezza dell’intervallo in cui la funzione & nulla varia
con legge assegnata. Si ottiene la variabilita dell intervallo sosti-
tuendo alla variabile, nella espressione di una funzione puntiforme
periodica, una funzione convenientemente scelta. Cosi ad esempio
delle tre funzioni '

: 1
(34 h=uw Isen" <9c>
(82) Yy =—¢" Isen? (e
33) Y =sen x[1 — sgn (sen? ctg x)]

la prima rappresenta un insieme di punti distribuiti sulla retta
y = x e per il quale I'origine & punto di accumulazione: la seconda
rappresenta dei punti distribuiti sulla curva 7 =—e” e con un punto
di accumulazione per x - +oc; la terza infine dei punti della
curva y = senx tutti i zeri della quale sono punti di accumula-
zione.

E chiaro che si pud ottenere qualsiasi altra distribuzione desi-
derata e che il metodo & parimente applicabile anche al caso di
funzioni di pilt variabili.

OSSERVAZIONE. E chiaro che se i valori che le funzioni assu-
mone nei punti nei quali non sono nulle sono tutti uguali all u-
nita positiva, allora le costruzioni innanzi indicate delle funzioni
puntiformi cosi definite equivalgono a quelle delle « funzioni ca-
ratteristiche » (*) degli insiemi dei detti punti. E se Fi(x,) & una
funzione puntiforme fondamentale 1 — F(x,) sard invece la funzione
caratteristica dell’insieme « complementare » ciod di tutto lo spazio
meno il punto origine delle coordinate.

Roma. 10 settembre 1929.

(Y) I1 simbolo Dirx per indicare il fattore discontinuo di DiriCHLET &
stato da me proposto nella mia comunicazione al Congresso dei Matematici
di Bologna innanzi citata.

(9) Ved. C. De La VaLLEE PoussIx, Intégrales de Lebesgue. Fonctinns
& Ensembles. Classes de Baire, p. 7. Paris, 19186.



