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PICCOLE NOTE 187

Sul teorema di reciprocità della radiotelegrafia.
Nota di D. Graffi (a Bologna).

Stinto. - Il teorema di reciprocità della radiotelegrafia viene esteso anche 
al caso in cui sul mezzo dove si trova il campo elettromagnetico agisca 
un campo magnetico. Vengono poi ricavate per via vettoriale ed esatta 
le applicazioni fatte dal Sommerfeld di tale teorema e indicata qualche 
altra applicazione.

1. Nell’articolo del Sommerfeld sulla radiotelegrafia, posto 
nell  ultima edizione del Riemann-Weber, è accennato ad un teo
rema di reciprocità che si può enunciare nel seguente modo:
*

Dati due campi elettromagnetici alternativi rappresentabili me- 
diante i vettori immaginari (/) eiwtE1? eif'tH1. eÌMtE2, eiwtHt, vale la 
relazione :
(Il Ji-’i A X ndy. — j E% A -Hl X ndì.

essendo - una superficie tale che viel suo interno (o nel suo esterno/ 
i vettori E e H sieno regolari e convergenti all’ infinito e n la nor
male a 2.

Da questo teorema il Sommerfeld deduce alcune conseguenze 
che possono avere interesse pratico, pur dichiarando che tale teo-

(l) Con l’indicazione di vettore immaginario s’intende un vettore della 
forma -+-iò) che caratterizza il vettore cos — senotft. Per una 
trattazione di tali vettori mediante il sistema Burali-Forti-Marcolongo 
vedi la I parte della mia Nota: Sui problemi delVereditarietà lineare, 
« Nuovo Cimento », 1928.
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rema vale solo quando nel mezzo racchiuso da Ï non agisce alcun 
campo magnetico.

In questa Nota mostreremo la possibilità di estendere il teo
rema anche in un mezzo su cui agisca un campo magnetico : in 
secondo luogo ricaveremo per via strettamente vettoriale ed esatta 
le conseguenze della (1), correggendo cosi una svista del citato la
voro del Sommerfeld.

2. Sia S un certo spazio chiuso dalla superficie Ï contenente 
un mezzo qualsiasi non magnetico. Le equazioni di Maxwell per 
tale spazio sono:

rot H = 4im — rot E — —dt elf
D = sE u — vE

dove I>, H, E, u sono i vettori (*)  spostamento, campo elettrico, campo 
magnetico, densità di corrente, e e g la costante dielettrica e la 
conduttività che sono in generale omotetie o tutt'al più dilatazioni.

(*) Questi vettori sono ora vettori ordinari.
Ï2) Nichols e Schelling, Bell System Technical Journal. Tomo 4, 

Aprilo 1925; Mesny, Les ondes électriques courtes, pag. 42.

Facendo uso di vettori immaginari, le equazioni di Maxwell 
diventano :

rot H — (4kg-
rot E = — ìmH.

Però se sul mezzo contenuto in S agisce un campo magnetico 
(d’intensità molto grande rispetto al campo elettromagnetico) e se 
il mezzo è un gas Ionizzato, recenti ricerche (*)  mostrano che fis
sata or, la costante dielettrica deve essere una omografia vettoriale 
tale che la sua parte dilatazione rimanga invariata e la sua parte 
assiale cambi di segno all’ inversione del campo magnetico. Lo 
stesso può dirsi per la conducibilità cr specialmente se il mezzo è 
solido e ciò per il fenomeno Hall. Si può allora fare l'ipotesi 
che le equazioni di Maxwell siano:

rot H = xE
rot E — — io) H

dove x è una omografia che gode delle stesse proprietà enunciate 
per l’omografia costante dielettrica.

Con queste ipotesi è possibile estendere il teorema di reci
procità espresso dalla (1) ottenendo un teorema che ricorda quelli 
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del Volterra (’). della Freda (*)  e del Lazza ring (3) sul fenomeno 
Hall. Il teorema in discorso è il seguente: Se 7£,. 77,, L . /Z2 
sono due campi elettromagnetici nel mezzo contenuto in X. e se 
per il primo caso, il campo magnetico ha un senso, nell'altro senso 
opposto, vale ancora la (1). Infatti le equazioni di tale campo sono:

I1) Volterra. « Rendiconti Accademia dei Lincei », 1° seni. 1915. pa
gine 220-289-378-533.

p) Freda, Idem, 2° seni. 1916, pagg. 28 e 60.
p) Lazzarino. Idem., 1° seni. 1917, pag. 596.

rot 77, — x7J, rot 772 = kv.
rot 7£, — — ?’(') 77, rot E2 — 7w7Z8

dove Zrx al solito è l’omografia coniugata di x.
Allora si lia.

div 17?, \ 772) = rot 7J, X 772 — X rot 772 = — /o 77! X 7Z2 -E,X A*x
— 77, X — /wZZ2 — xT^j X K — 77, X rot 7^ — rot 77, X Z< = div(7£j /\ 77,).

Si ha così :
divi#, A 7Z2)zz:div(A2 \ 77,).

Integrando questa i mpressione su tutto X e applicando il teo
rema della divergenza, si ottiene subito la (1). la quale vale evi
dentemente anche quando X si estende all’infinito purché siano 
soddisfatte le solite condizioni di convergenza.

3. Passiamo ora a fare le applicazioni, già trattate dal Som
merfeld al caso che il campo Eì e 77, sia prodotto da un dipolo 
elettrico lschematizzazione di un’antenna) posto in 0l e che il 
campo L2 772 sia prodotto da un dipolo posto in 02. Supponiamo 
poi che in un intorno di 0, e 02 (del resto comunque piccolo) si 
possa supporre il mezzo omogeneo e isotropo, condizione questa 
spesso verificata nella pratica. In questi intorni siano rispettiva
mente L,, 7,, s2, c72 la costante dielettrica e la conducibilità. Indi
chiamo poi con -, e ï2 due sfere con centro in 0, e 02 e giacenti 
nell’intorno considerato. La (1) diviene allora:

(2) /\ 77 ) X nd\ — j(K A 77,) x =

= j ( Ä’2 A », ) X «ds2 - j (El A H2) x ndït.
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Poiché occorrerà poi passare al limite per Sj e tendenti allo 
zero, si può mettere per Ex e nelle vicinanze di il campo 
elettromagnetico generato direttamente da un dipolo posto nel 
mezzo di costante e <t1? poiché nel passaggio al limite il campo 
dovuto all’ induzione nei mezzi circostanti che si ammette rimanga 
finito non porta alcun contributo agli integrali considerati. Tale 
campo ha l’espressione (’):

icosj) rot nx = .dl rot ïl1? twsj
Ex = — Lrotti li 4- grad div II 

eUw
H, ——-JL \ r 1

(*) Riemann-Weber, loc. cit., pag. 429. Si noti però che qui vengono 
adoperate unità elettromagnetiche e che i è cambiato in — i.

(2) La radice di fc* va presa con la parte immaginaria positiva.
(3) Essendo dQ l’elemento della sfera di raggio 1.

dove &12 = sw2—faci™ (2), è il momento del dipolo diviso per 
e r la distanza del punto considerato da OP

Calcoliamo il primo integrale della (2)

J(j\ Ä2 x njdSj == —ttoa^nj^jffjXndSj-Fjgrad divl!/\HjXndïj.

Il primo integralo del secondo membro tende a zero al ten
dere di a zero. Infatti se r è il raggio di -, (3),
perciò si ha:

FI, A x ndSj, = AÄj X ndtì
r, ü

e questo integrale tende a zero al tendere di r a zero.
Passiamo al calcolo del secondo integrale :

/ (eikxr \\
grad I grad I —— X Jfj H A X nd\.

Intanto osserviamo che poiché l’integrando (a parte dSJ è in
finito del 3° ordine al tendere di r a zero, non é lecito ritenere 
costante H2 anche se è molto piccolo e se H% è continuo. 
Infatti come si vedrà tale integrale non è nullo come afferma 
Sommerfeld.

I grad div f\H2 X nd^ì = i
2,
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Indicato allora con ITJOJ il valore del campo magnetico 
in O,, si può porre:

dove A; è un vettore che tende a zero con ordino superiore a r al 
tendere allo zero di r. Allora si ha:

pU' !>• 
r -■/ x r
J grati^grad ----- X.IZJ /\ H2 x ndï, — I---- ----------V, A

Celli. / pUv \“ J fJp (-P — Oj A grad (grad ---- - X ) X wd-x

Il primo iiiitegrale è nullo pél*  ragioni di simmetria, l’ultimo 
si annulla al tendere allo zero di r come è facile verificare: ri
mano il secondo integrale in cui si può sviluppare il gradiente <*  
si ha : '

,/ \ (d ~7~ \

grad^gradx = grad l grad r X MJ =

giA'p1 çih\r
. , d r (l r fi «rad r

= (grad rXMJ - grad r-t- di,.

Quando si va a sostituire questa espressione il termi r 
grad r si annulla. Si ottiene così per T integrale considerato:

(1 À ]/> \ 1 ’ P r 1 fjr- r2 eik'r + T eÌ ) r J A *P - WA Mi X ”f?ïi ■

Passando al limite per —r^-0, 1’ultimo termine entro la pa
rentesi non ha alcun effetto e il termine eikr tende a 1. Rimane 
perciò :
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Ora applicando un teorema del Burgatti si trova in de
finitiva '

à 477
¥ Ml x v 1F “ 3 x rot3 x

Passiamo ora al calcolo del secondo integrale della (2)

JC feik^' \(Et /\ Hj) X ndïj = I rot ( — M, 1 A Et X nd\ =

J (g™d -7- A -Wj A ^2 X ndS 1.

Ora posto Et = -+- fc, dove è il valore di nel
punto 0*  è facile vedere che il termine contenente k tende a 
zero al tendere a zero di kt (*).  Allora rimane:

1 I x>* A wdïj ------- 4n - Vx
r2 J 3

in cui a è una omografia o Vx il suo vettore, e
~ P« A») A »*^3, = — 4ìt| u(P).

f2) Nel seguito con E* indichiamo E^O^.

(X &k-tr\ c
— p eife~/'B* A r A -vii X w<<->

il termine in ----  è al solito trascurabile. Rimane allora :r
— «i â e“’*'’K» x A n) A «d-» •

Ricordando il citato teorema del Burgatti, ha al limite per r 
tendente a zero :

8

Quindi si ha in definitila per il primo membro della (2)

I1) P. Burgatti, Valori medi di certe funzioni e loro relazioni con 
alcune grandezze fisiche fondamentali. « Rendiconti Accademia delle Scienze 
di Bologna. 1928 ». I teoremi del Burgatti di cui faremo uso sono i se
guenti (con le nostre notazioni) :
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AL secondo membro della (2), ripetendo gli stessi ragionamenti 
e calcoli, e usando simboli analoghi si trova:

47ra2ErX M2.
Si ha così

c^E3 x Mi = atEi x M.z,

che esprime lo stesso risultato deh Sommerfeld, il quale si può 
semplificare ammettendo alcune ipotesi (*).

4. Le applicazioni del teorema trovato nel caso del campo ma
gnetico si presentano per ora scarse, poiché il campo magnetico 
che interviene nel caso della propagazione di onde intorno al 
globo è il campo terrestre che non si può invertire. Anzi il teo
rema chiarisce la possibilità di trasmissione non invertibile già 
discussa dal Eckersley (2).

Un’ applicazione del teorema dimostrato ora può essere la se
guente. Sia noto con campo magnetico invertito, il campo elettro
magnetico Ez, Jïj generato da un dipolo posto in 0,z. Si abbia 
un qualsiasi sistema oscillante circondato da una superficie Sj su 
cui sia noto il campo Ex, Hj da esso generato. Allora circondato 02 
con una sfera S, si ha:

JfJS, A - (E, A Hù x nd\ A Ht - E, A Ä,) X nd\.

Passando al limite per S2 tendente a zero il primo membro 
diviene 4?rtt^ X ZU. Poiché il secondo membro é noto si può 
trovare la componente di Et su e mediante un sistema di 
tre dipoli non complanari si può trovare Eì in ogni punto dello 
spazio (a).

Bologna, Maggio 1929.

p) Anche i risultati del Sommerfeld circa i dipoli magnetici si pos
sono ottenere per la stessa via.

(*)  « Nature », voi. 115.
(3) Al momento della correzione delle bozze trovo nel numero del 

15 giugno 1929 del « Physikalische Berichte », che il sig. M. P. Sveshni- 
kova in un lavoro pubblicato in lingua russa si è accorto della svista del 
Sommerfeld e ne ha dato la correzione da me trovata. Non ho potuto 
vedere la Memoria originale dello Sveshnikova, ma dato i metodi vetto
riali da me usati ritengo che la sua dimostrazione delle conseguenze del 
teorema di reciprocità sia diversa dalla mia.


